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سوال137

میزان افزایش مساحت شکل مقابل، بدون تغییر در محیط و تعداد اضلاع، کدام است؟1

۹‏۳‏۳4‏۳‏123

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

2، ، M‏ وسط C‏B‏ و P‏M‏ و Q‏M‏ بهترتیب نیمساز زوایای  و  هستند. اگر  در مثلث 
 و  باشند، طول Q‏M‏ کدام است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

مماس‌های رسم شده بر دو دایره متقاطع در نقطه تقاطع دو دایره، بر هم عمودند. اگر اندازه شعاع دو دایره ۸‏ و ۵‏۱‏3
باشد، فاصله بین مراکز دو دایره کدام است؟

۳4‏۱‏۷23‏1۱

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

١۶/۵١۹/۵

ABCA CM̂A BM̂AP = ۵√

CP = ۳ ۵√MP = ۳۳
−−

√

١۳
−−

√١١
−−

√۵√۳√

١۶/۵١١/۵

1
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در شکل مقابل، فاصلهٔ نقاط A‏ و B‏ از خط d‏ به ترتیب، ۴‏ و ۶‏ واحد است و نقطه C‏ روی خط d‏ طوری انتخاب شده است4
که محیط مثلث C‏B‏A‏ کمترین باشد. اگر مساحت چهارضلعی  برابر  باشد، اندازهٔ H‏C‏ کدام است؟

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٤تیرماه

در شکل مقابل، اگر  و  باشد، مقدار  کدام است؟5

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٤تیرماه

،  و  باشد، اندازهٔ F‏D‏ کدام6 ، E‏D‏ نیمساز زاویهٔ  و  است. اگر  در مثلث 
است؟

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٤تیرماه

در شکل مقابل، محیط مثلث محیطی  است. اگر مساحت قسمت هاشورخورده برابر ۳‏ باشد، مساحت مثلث7
محیطی کدام است؟

۶234‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٤تیرماه

ABHH '۵۰ ۳√

۴ ۳√۶ ۳√۸ ۳√١۰ ۳√

A B = B DD̂ Âx + y = ۹۰°tanx

۶√

۲
۶√

۴
۶√

۳
۶√

۶

ABCA BD̂EF || BCAC = ۸BC = ١۴AD = ۳

۷√۰/۹ ۷√۰/۵ ۲١
−−

√۰/۶ ۲١
−−

√

۴۸π
−−−

√

۶/۵π + ۳١/۵π + ۳

2



، متساوی‌الاضلاع است.8 در مثلث شکل مقابل، نقاط D‏ و E‏ ضلع C‏A‏ را به سه قسمت مساوی تقسیم کرده و مثلث 

اگر  و  باشد، طول C‏F‏ کدام است؟

۶4‏۴3‏12

سراسری-ریاضی-١٤٠٤تیرماه

در شکل مقابل، شعاع نیم‌دایره برابر  و  است. اگر  و  باشد، اندازهٔ B‏A‏ کدام است؟9

۵‏۱‏۴4‏۳3۱‏۱‏۲2‏۱‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٤تیرماه

، به ترتیب،  و  واحد است و نقطه C‏ روی خط d‏ طوری انتخاب10 در شکل مقابل، فاصله نقاط A‏ و B‏ از خط 
شده است که محیط مثلث C‏B‏A‏ کمترین باشد. اگر مساحت مثلث H‏C‏A‏ برابر  باشد، اندازه  کدام است؟

۴‏۲‏۱4‏۲‏۸3‏۱‏۵2‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

EFD

=
AF

BC

۲
۳

AB = ۳ ۳√

۴ ۳√۶ ۳√

۴/۵EF = ۲=DE
⌢

EC
⌢

=
AF

AC

١
۲

d۲ ۳√۵ ۳√

۶ ۳√HH '
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در شکل مقابل، اگر  و زاویه  باشد، مقدار  کدام است؟11

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

،  و  باشد، طول نیمساز زاویه12ٔ ،  و  است. اگر  در مثلث 
 کدام است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در شکل مقابل، محیط چهارضلعی محیطی  است. اگر مساحت قسمت سایه‌خورده ۵‏ باشد، اندازهٔ محیط دایره13
محاطی کدام است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

=
AB

BC

۲
۳

A C = ١۰۵°B̂tanα

۲ ۲√

۳
۳ ۲√

۴
۲√

۳
۲√

۴

ABCEF || BCA E = B ED̂ D̂AC = ۷BC = ١۰AD = ۳
A CD̂

۲١
۸

١۹
۸

١۷
۸

١۵
۸

۸۰π
−−−

√

π۵√۲ π۵√۵π
−−

√۲ ۵π
−−

√
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در شکل مقابل، قطر دایره برابر ۷‏ و  است. اگر  و نقطه D‏ وسط پاره‌خط C‏A‏ باشد، اندازه B‏A‏ کدام14
است؟

۰‏۱‏۹4‏۸3‏۷2‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در نیم‌دایرهٔ شکل مقابل، اگر طول وتر S‏P‏ برابر شعاع نیم‌دایره باشد، عرض نقطه S‏ کدام است؟15

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در مثلث محیطی شکل مقابل، اضلاع  و  به ترتیب در نقاط T‏ و  بر محیط دایره محاطی، مماس16
هستند. اگر  باشد، اندازهٔ وتر  کدام است؟

1234

سراسری-ریاضی-اردیبهشت 1404

نقطهٔ 'A‏ تصویر نقطهٔ A‏ در بازتاب نسبت به خط d‏ و نقطهٔ O‏ روی خط d‏ قرار دارد. اگر  و فاصله نقطه 'A‏ از17
خط A‏O‏ برابر  باشد، مجموع مقادیر ممکن برای 'A‏A‏ کدام است؟

۴‏۱‏۰4‏۲‏۲3‏۲‏۸2‏۲‏1

سراسری-ریاضی-اردیبهشت 1404

DF = ١=EF
⌢

FC
⌢

١/۵ ۳√۲/۵ ۲√۲ ۳√۳ ۲√

AB = ۴AC = ۵T '
BC = ۷TT '

۰/۲ ١۵
−−

√۰/۴ ١۵
−−

√۰/۲ ۵√۰/۴ ۵√

OA ' = ١۰
۹/۶
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در شکل مقابل، مقدار  کدام است؟18

1234

سراسری-ریاضی-اردیبهشت 1404

در نیم‌دایرهٔ مقابل، اگر  باشد، مقدار  کدام است؟19

1234

سراسری-ریاضی-اردیبهشت 1404

میزان افزایش مساحت شکل مقابل، بدون تغییر در محیط و تعداد اضلاع، کدام است؟20

۹34‏۵2‏۱‏1

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠٣

، نقطه D‏ وسط C‏B‏ و E‏D‏ و F‏D‏ به‌ترتیب نیمساز زوایای  و  هستند. اگر21  ، در مثلث 
 و  باشد، طول نیمساز E‏D‏ کدام است؟

۶34‏۳2‏1

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠٣

مماس‌های رسم شده بر دو دایره متقاطع در نقطه تقاطع دو دایره، بر هم عمودند. اگر شعاع دایره کوچک‌تر  و22
فاصله بین مراکز دو دایره  باشد، شعاع دایره بزرگ‌تر، کدام است؟

۲‏۳4‏123

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠٣

x

y

۰/۳۰/۴۰/۵۰/۶

Sinα = ۰/۸
BE

EF

١/۲١/۳١/۴١/۵

۷/۵۴/۵

ABCBC = ١۰A CD̂A BD̂

AF = ١۲ ۲√BF = ۳ ۲√

۷√۲ ۷√

١/۵
۲/۵

۳√۵√

6



در کدام تبدیل، همواره جهت شکل حفظ نمی‌شود؟23

تجانس4انتقال3دوران2بازتاب1

سراسری-ریاضی-١٤٠٣ اردیبهشت

در شکل مقابل، طول وتر B‏A‏ کدام است؟24

۹‏۱‏۸4‏۱‏۷3‏۱‏۶2‏۱‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٣ اردیبهشت

در شکل مقابل، اگر  باشد، محیط مثلث C‏B‏A‏ کدام است؟25

۷4‏۲‏۴23‏۲‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

پاره‌خط B‏A‏ به طول ۵‏ در یک طرف خط d‏ قرار دارد. فاصله دوسر پاره‌خط B‏A‏ از خط d‏ به ترتیب ۱‏ و ۵‏ است. نقطه C‏26
طوری روی خط d‏ انتخاب می‌شود که محیط مثلث C‏B‏A‏ کمترین مقدار باشد، حداقل مجموع اندازه‌های دو ضلع C‏A‏ و

C‏B‏ کدام است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

B D = ۳D CÂ Â

۲۵/۵۲۸/۵

۵۷
−−

√۶۵
−−

√۳ ۵√۴ ۶√

7



،  و  باشد، شعاع دایره27 در شکل زیر، از نقطه M‏ دو مماس بر دایره رسم شده است. اگر 

کدام است؟                        ‌

۶34‏۴2‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

چهارضلعی D‏BC‏A‏ در یک دایره محاط شده است. رأس‌های این چهارضلعی، رئوس زوایای ظلی واقع بر دایره هستند.28
مجموع این زاویه‌های ظلی کدام است؟

۰‏۲‏۷‏۰4‏۶‏۳‏۰3‏۴‏۵‏۰2‏۸‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در شکل مقابل، اگر  باشد، طول ضلع C‏A‏ کدام است؟29

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٢ تیرماه

در بین مثلث‌هایی با مساحت ۰‏۳‏ واحد مربع که در ضلعی به اندازه ۵‏۱‏ واحد مشترک هستند، کمترین مقدار محیط30
کدام است؟

۶‏۳‏۴4‏۳‏۲3‏۳‏۰2‏۳‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٢ تیرماه

MT = ١۸MN = ١۵MP = ١۲

۴ ۵√۶ ۵√

D C = ۳B DÂ Â

١۹/۲١۶/۸١۸/۶١۵/۴

8



در شکل مقابل، از نقطهٔ A‏ دو مماس رسم شده است. شعاع دایره کدام است؟31

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٢ تیرماه

یک پنج‌ضلعی در یک دایره محاط شده است. هر ضلع این پنج‌ضلعی، وتر رو به یک زاویه محاطی است. مجموع این32
زوایای محاطی کدام است؟

۰‏۶‏۳‏۰4‏۲‏۷‏۰3‏۸‏۱‏۰2‏۴‏۵‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٢ تیرماه

، ضلع مقابل را در نقطه D‏ قطع کرده و ‌آن‌‌را به پاره‌خط های  و  واحدی تقسیم کرده33 نیمساز زاویه A‏ در مثلث 

است. اگر  باشد، طول D‏A‏ چقدر است؟

1234

سراسری-ریاضی-رفع شبهه آذرماه ١٤٠١

، نقطه  رأس C‏ و عرض رأس‌های A‏ و D‏ به‌ترتیب ۲‏ و ۱‏- است. اگر بازتاب نقطه A‏ نسبت به محور34 در مربع 
ها بر خودش منطبق شود، فاصله بازتاب نقطه D‏ نسبت به قطر C‏A‏ از مبدأ مختصات، چقدر است؟

1234

سراسری-ریاضی-رفع شبهه آذرماه ١٤٠١

طول مماس مشترک داخلی و خارجی دو دایره متخارج به‌ترتیب  و  واحد است. اگر طول خط المرکزین ‌آنها ۹‏35
واحد باشد، شعاع دایره بزرگ‌تر کدام است؟

۲‏۳4‏۴3‏۵2‏1

سراسری-ریاضی-رفع شبهه آذرماه ١٤٠١

دایره‌ای به شعاع  واحد، در ذوزنقه‌ای متساوی‌الساقین، محاط است. اگر اختلاف دو قاعده برابر ۶‏۱‏ واحد باشد، طول36
ساق ذوزنقه، چند واحد است؟

۲‏۱‏۶4‏۱‏123

سراسری-ریاضی-رفع شبهه آذرماه ١٤٠١

۷/۲ ۲√۴/۸ ۵√۳/۶ ۲√۲/۴ ۵√

ABC
۵
۴

۷
۴

= ۶۰°B̂

۵
۴

۷√۵
۸

۷√۵
۸

۲√۵
۴

۲√

ABCD(۶, ۲)

y

۳۴
−−

√١۰
−−

√۲ ١۰
−−

√۲ ١۷
−−

√

۲ ١۴
−−

√۴ ۵√

۲ ۵√

١۹
۲

۲۹
۲

9



،  و  است. اگر  باشد، اندازه کمان  چند37  ، در شکل مقابل، 
درجه است؟

۰‏۳‏۵4‏۳‏۰3‏۴‏۵2‏۴‏1

سراسری-ریاضی-رفع شبهه آذرماه ١٤٠١

در شکل مقابل، نیمسازهای زاویه‌های B‏ و C‏ در مثلث C‏B‏A‏ رسم شده‌اند. اگر چهارضلعی داخل دایره محاطی باشد، زاویه38
A‏ چند درجه است؟

۵‏۴‏۰4‏۶‏۵3‏۷‏۰2‏۹‏1

سراسری-ریاضی-دی ١٤٠١

یک دایره به شعاع ۲‏، داخل ذوزنقه متساوی‌الساقینی محاط شده است. اگر یکی از زوایای ذوزنقه ۰‏۶‏ درجه باشد،39
مساحت این ذوزنقه کدام است؟

1234

سراسری-ریاضی-دی ١٤٠١

اضلاع مثلثی با اعداد ۴‏، ۵‏ و ۶‏ متناسب است. نیمساز زاویه متوسط را رسم می‌کنیم. مساحت مثلث اصلی، چند برابر40
مساحت کوچک‌ترین مثلث حاصل از رسم این نیمساز است؟

۳‏۲34‏12

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، نقطه  رأس A‏ و عرض رأس‌های C‏ و D‏ به‌ترتیب ۱‏ و ۳‏ است. اگر بازتاب نقطه C‏ نسبت به محور41 در مربع 
ها بر خودش منطبق شود، فاصله بازتاب نقطه D‏ نسبت به قطر C‏A‏ از مبدأ مختصات چقدر است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

AC || DFBD || CE= ۸۵°AC
⌢

= ۷۵°BD
⌢

C F = ١۳۵°N̂EF
⌢

١۲
۳√

١۶
۳√

۲۴
۳√

۳۲
۳√

۳
۲

۵
۲

ABCD(۴, ١)

y

۵√١۳
−−

√١۷
−−

√۷√
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طول مماس مشترک خارجی دو دایره مماس خارج،  برابر شعاع دایره بزرگ‌تر است. شعاع دایره بزرگ‌تر، چند برابر42

شعاع دایره کوچک‌تر است؟

۴4‏۲23‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، بر دایره‌ای محیط شده است. مساحت این دایره کدام است؟43 در شکل مقابل، ذوزنقه متساوی‌الساقین 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

،  و  باشد، اندازه  چند درجه44 در شکل مقابل،  و  است. اگر 
است؟

۰‏۱‏۱‏۰4‏۰‏۱‏۵3‏۹‏۰2‏۹‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، ضلع مقابل را به پاره‌خط های  و  واحدی تقسیم کرده است. اگر اندازه45 نیمساز داخلی زاویه A‏ در مثلث 
زاویه C‏ برابر ۰‏۶‏ درجه باشد، ضلع کوچک‌تر مثلث چند واحد است؟

1234

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠١

، نقطه  رأس B‏ و طول رأس‌های C‏ و D‏ به‌ترتیب  و ۳‏ است. اگر بازتاب نقطهٔ D‏ نسبت به46 در مربع 
ها بر خودش منطبق شود، فاصله بازتاب نقطهٔ C‏ نسبت به قطر BD‏ از مبدأ مختصات چقدر است؟ محور 

۲‏1234

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠١

۳√

۲

۸
۳

١۶
۳

ABCD

۲π۴π۶π۸π

AB || DEEF || BC= ۶۰°AB
⌢

= ١۰۰°CD
⌢

= ۸۰°EF
⌢

B TĈ

ABC۳/۵۲/۵

۳/۷۵۴/۲۵۴/۷۵۵/۲۵

ABCD(۳, ۵)۵/۵
x

۲/۵۶/۵
− −−−

√۶√
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طول خط المرکزین دو دایره مماس درونی  سانتی‌متر و مساحت ناحیه محدود بین ‌آنها  سانتی‌متر مربع است.47
شعاع دایره کوچک‌تر، چند سانتی‌متر است؟

1234

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠١

یک ذوزنقه متساوی‌الساقین با طول قاعده‌های a‏ و ۶‏ واحد، بر دایره‌ای به مساحت  محیط است. مقدار a‏ کدام48
است؟

۰‏۱‏۸34‏12

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠١

،  و  است. اگر  باشد،49 در شکل مقابل،  و اندازه کمان‌های 
اندازه زاویه  چند درجه است؟

۵4‏۷‏۴3‏۷‏12

سراسری-ریاضی-تیرماه ١٤٠١

50، در شکل زیر، دو دایره برهم مماس و قطرهای B‏A‏ و D‏C‏ از دایره‌ی بزرگ‌تر بر هم عمود هستند. اگر 
 باشد، شعاع دایره‌ی کوچک‌تر، کدام است؟

۵‏۲‏۷4‏۶3۱‏۱‏۲2‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

۳/۵۲١π

١/۲۵١/۷۵۲/۲۵۲/۷۵

١۵π

۲۵
۳

۳۲
۳

AB || EF= ١۵°AE
⌢

= ۸۰°EC
⌢

= ١۰۰°FD
⌢

B E = ۲۰°M̂

A DB̂

۷١/۲۵۷۸/۷۵

AM = ١۶
DN = ١۰

12



، کدام است؟51 مطابق شکل زیر، در ذوزنقه‌ی D‏C‏B‏A‏ دایره‌ای به شعاع ۳‏ محاط شده است. مساحت مثلث 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، بر دایره‌ی بزرگ به شعاع ۶‏ و مرکز O‏ واقع بر محیط دایره‌ی52 در شکل زیر، پاره‌خط C‏A‏ و دایره‌ی کوچک، در نقطه‌ی 
، کدام است؟ کوچک مماس‌اند. طول پاره‌خط 

۲‏۳34‏۴2‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، کدام است؟53 در شکل زیر پاره‌خط C‏A‏ بر دایره مماس است. اگر  ‌آن‌‌گاه نسبت 

۱4‏                        23                        1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

OMN

۳ ۲√

۲
۳ ۲√

۴
۹ ۲√

۴
۹ ۲√

۸

A

BD

۶√

DB = BC
AC

BC

١
۲

١
۲√

۲√
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، به درجه، کدام است؟54 ، P‏B‏ و Q‏B‏ مطابق شکل زیر بر دایره مماس‌اند. زاویه‌ی   ، پاره‌خط های 

۵‏۷‏۰4‏۷‏۵3‏۶‏۰2‏۶‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، برابر ۶‏ واحد باشد. اگر دو دایره فقط یک مماس55 فرض کنید طول خط المرکزین دو دایره با شعاع‌های  و 
، کدام است؟ مشترک داشته باشند، میانگین مقادیر ممکن برای 

۷‏۶4‏۳23‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

مطابق شکل زیر ذوزنقه‌ی قائم‌الزاویه D‏C‏B‏A‏ بر دایره‌ای به شعاع ۳‏، محیط شده است. اگر زاویه‌ی 56
، کدام است؟ باشد، مساحت چهارضلعی 

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

، کدام است؟57 ، ‌آن‌گاه نسبت  در شکل زیر پاره‌خط C‏A‏ بر دایره مماس است. اگر 

۳‏۲4‏123

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

AMANMAN

۶a − ١− ۲a۲

a

١۳
۳

M N = ١۲۰°B̂

OMNC

۲۷ ۳√

۴
۹ ۳√

۲
۲۷ ۳√

۲
۹ ۳√

=
AC

BC
۳√DB

BC

۲√۳√
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در شکل زیر شعاع دایره ۳‏ واحد است. اندازه‌ی کمان  به درجه، کدام است؟58

۰‏۲‏۱‏۰4‏۰‏۱‏۰3‏۹‏۰2‏۸‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

زاویه‌ی  و نقطه‌ی M‏ داخل زاویه با شرط  باشد، مفروض است. از نقطه‌ی M‏ عمودهای N‏M‏ و P‏M‏59

، کدام است؟ را به ترتیب برنیم‌خط های x‏O‏ و y‏O‏ رسم می‌کنیم. نسبت 

1234

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

مثلثی با طول ضلع ۳‏۱‏، ۴‏۱‏ و ۵‏۱‏ مفروض است. اندازه‌ی طول ضلع شش‌ضلعی محاط شده در این مثلث، کدام است؟60

۴4‏۸23‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

مثلث قائم‌الزاویه‌ی C‏B‏A‏ به طول وتر ۸‏ واحد مفروض است. این مثلث را توسط بردار  که در جهت بردار  )M‏61

وسط وتر C‏B‏( قرار دارد، انتقال می‌دهیم. اگر مساحت محدود بین مثلث اولیه و جدید،  مساحت اولیه باشد، اندازه

، کدام است؟ بردار 

۴34‏۳2‏1

سراسری-ریاضی-١٤٠٠

، کدام است؟62 در شکل زیر، مقدار 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

EDC
⌢

x yÔ۲M y = x MÔ Ô

MN

MP

OP

ON

OP

OM

۲OP

ON

۲OP

OM

۸ ۳√

۳
۴ ۳√

۳

AT
−→−

AM
−→−

١
١۶

AT
−→−

١
۳

١
۴

(x + ۲)

۳ ۳√۲ ۷√۴ ۲√۳ ۵√
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در شکل زیر، چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ متوازی‌الاضلاع است.63
تعداد مثلث‌های متساوی‌الساقین، کدام است؟

۴‏۳4‏۲3‏۱2‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

،  و  در صفحه‌ی مختصات مفروض‌اند. کم‌ترین اندازه‌ی خط64  ، چهار نقطه‌ی 
، کدام است؟ شکسته‌ی 

۱‏۲‏۰4‏۲‏۹3‏۱‏۸2‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در شکل زیر، دو دایره در نقطه‌ی D‏ مماس داخل و شعاع یکی با قطر دیگری، برابر است. وتر B‏A‏ از دایره‌ی بزرگتر بر65
، کدام است؟ ، مماس است. نسبت  دایره‌ی داخل، در نقطه‌ی 

۲‏1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، کدام است؟66 در شکل زیر، اندازه‌ی پاره‌خط 

۶34‏12

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

یک ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین با طول قاعده‌های  و ۸‏ واحد، بر دایره‌ای محیط شده است. فاصله‌ی دورترین نقاط67

دایره، تا یک رأس قاعده‌ی بزرگ ذوزنقه، کدام است؟

۸4‏۹23‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

A(١, ۳)B(١۵, ۹)M(a, ۰)N(a + ۵, ۰)

AMNB

M
MC

MB

۲√۳
۲

۳√

AD

۳۷
−−

√۲ ۷√۲ ١۰
−−

√

۹
۲

۳ + ۴ ۲√۷/۵
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چهارضلعی زیر، قابل محاط در یک دایره است.  کدام است؟68

1234

سراسری-ریاضی-٩٩

، برابر وتر B‏A‏ است.69 در شکل زیر، اندازه‌ی قطعه مماس 
الزاماً کدام برابری درست است؟

1234

سراسری-ریاضی-٩٩

،  و  را در صفحه‌ی مختصات، درنظر بگیرید. کم‌ترین اندازه‌ی خط70  ، چهار نقطه‌ی 
، کدام است؟ شکسته‌ی 

۸‏۱‏۹4‏۱‏۰3‏۲‏۱2‏۲‏1

سراسری-ریاضی-٩٩

، کدام71 در شکل زیر، دو دایره به شعاع‌های ۲‏ و ۴‏ واحد، مماس داخل و طول کمان  برابر  است. حاصل 

است؟

۲‏۱‏۶4‏۹3‏۸2‏1

سراسری-ریاضی-٩٩

(x + ۲)

۵١
−−

√۵۵
−−

√۵۷
−−

√۵۹
−−

√

AC

BC = BABD = ACBC = BDDA = DC

A(١, ١۰)B(۹, −۹)M(a, ۴)N(a, ۰)

AMNB

AC
۴π
۳

MA × MB
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، کدام است؟72 در شکل روبه‌رو، اندازه‌ی پاره‌خط 

۰4‏۱‏۹23‏1

سراسری-ریاضی-٩٩

پاره‌خط B‏A‏ به اندازه‌ی ۸‏ واحد در صفحه‌ی مختصات، مفروض است. چهار دایره با مراکز A‏ و B‏ و شعاع‌های ۳‏ و ۷‏ واحد73
رسم می‌کنیم. نقاط تلاقی دایره‌های کوچک با دایره‌های بزرگ، دقیقاً رأس‌های کدام چهارضلعی هستند؟

متوازی‌الاضلاع2لوزی1

ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین4مستطیل3

سراسری-ریاضی-٩٩

یک ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین با قاعده‌هایی به اندازه‌ی ۹‏ و ۶‏۱‏ واحد، بر دایره‌ای محیط شده است. فاصله‌ی نزدیک‌ترین74
نقاط دایره، تا یک رأس قاعده‌ی کوچک ذوزنقه، کدام است؟

۲4‏123

سراسری-ریاضی-٩٩

دو دایره به شعاع‌های ۹‏ و ۴‏ واحد مماس برهم‌اند. دایره به قطر 'O‏O‏ با مماس مشترک خارجی در نقطه‌ی M‏ مشترکاند.75
فاصله‌ی M‏ از نقطه‌ی تماس دو دایره، کدام است؟

۷4‏۶23‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در شکل زیر، اضلاع زاویه‌های A‏ و B‏ بر دایره مماس‌اند، اگر وتر D‏C‏ برابر شعاع دایره باشد. زاویه‌ی  چند درجه76
است؟

۰‏۴‏۵4‏۳‏۰3‏۳‏۵2‏۲‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

AD

۳ ١۰
−−

√۶ ۳√

۳
۲

۳√۵
۲

۶/۵۷/۵

E FD̂
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در یک ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین، از برخورد نیم‌سازهای داخلی ‌آن‌، دقیقاً کدام چهارضلعی، حاصل می‌شود؟77

نه محاطی و نه محیطی4فقط محیطی3فقط محاطی2محاطی و محیطی1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، زاویه‌ی  و اندازه‌ی اضلاع قائم ۳‏ و ۴‏ واحد است. ارتفاع H‏A‏ و نیم‌ساز D‏A‏ رسم78 در مثلث قائم‌الزاویه‌ی 
، کدام است؟ شده است. اندازه‌ی 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، دایره‌ای به مرکز B‏ و شعاع ۵‏۲‏ واحد، خطی را که از رأس A‏ موازی79 در مثلث C‏B‏A‏ داریم  و 
، کدام است؟ C‏B‏ رسم شود، در نقطه‌ی D‏ قطع می‌کند. فاصله‌ی نقطه‌ی C‏ از خط 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، اندازه‌های  و  هستند، نقطه‌ی M‏ روی ساق قائم D‏C‏ متحرک80 در ذوزنقه قائم‌الزاویه‌ی 
، کدام است؟ است. کم‌ترین مقدار 

۱4‏۱‏۰23‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در چهارضلعی روبه‌رو، دو ضلع عمود برهم‌اند،  کدام است؟81

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، به طوری‌که یک ضلع مربع منطبق بر ضلع C‏B‏ باشد. از کدام تبدیل82 در رسم بزرگ‌ترین مربع ممکن داخل مثلث 
هندسی، استفاده می‌شود؟

دوران4بازتاب3تجانس2انتقال1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، نیم‌سازهای زاویه‌ی داخلی و83 در مثلث C‏B‏A‏ با اضلاع  و  و  واحد، نیم‌ساز داخلی زاویه‌ی 
، کدام است؟ ، بر روی  خارجی B‏ را در O‏ و 'O‏ قطع می‌کند. اندازه‌ی تصویر قائم 

۲4‏۱23‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

ABCA = ۹۰°

DH

۸
۳۵

۹
۳۵

١۲
۳۵

١۶
۳۵

AB = AC = ١۷BC = ١۶
BD

۷/۲۸/۴۹/۶١۰/۲

ABCDCB = CD = ۶AD = ۲
MA + MB

١۰/۵١١/۵

Sinα

۲√

۳
۳
۵

۳√

۲
۴
۵

ABC

AB = ۵AC = ۷BC = ۸A

OO 'BC

١/۵۲/۵
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نقاط  و  در صفحه‌ی محورهای مختصات مفروض‌اند، دو نقطه‌ی M‏ و N‏ همواره روی دو محور می‌لغزند.84

، کدام است؟ کم‌ترین اندازه خط شکسته 

۱‏۲‏۰4‏۲‏۹3‏۱‏۸2‏۱‏1

سراسری-ریاضی-٩٨

در شکل روبه‌رو، اندازه‌ی ضلع بزرگ‌تر چهارضلعی کدام است؟85

1234

سراسری-ریاضی-٩٨

، که دو رأس دیگر ‌آن بر86 نقطه‌ی A‏ در صفحه دو خط متقاطع d‏ و 'd‏ است. در رسم مثلث متساوی‌ الاضلاع به رأس 
روی هریک از دو خط مفروض باشد، کدام تبدیل هندسی به کار می‌رود؟

دوران4تجانس3بازتاب2انتقال1

سراسری-ریاضی-٩٨

اگر مساحت شش‌ضلعی منتظم محاط در یک دایره  باشد. ‌آن‌‌گاه مساحت شش‌ضلعی منتظم محیط بر این دایره،87
چند برابر  است؟

۹‏۸4‏123

سراسری-ریاضی-٩٨

یک ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین، با کدام شرط قابل محیط بر دایره است؟88

دو قطر عمود برهم1

یکی از قاعده‌های ذوزنقه، برابر یکی از ساق‌ها2

خط واصل وسط دو ساق، گذرا از محل تلاقی قطرها3

طول پاره‌خط واصل وسط دو ساق، برابر اندازه‌ی یکی از ساق‌ها4

سراسری-ریاضی-٩٨

A
∣

∣
∣
۳
۵

B
∣

∣
∣
۹
١١

AMNB

۲ ١۰
−−

√۲ ١١
−−

√۴ ۳√۵ ۲√

A

۶ ۳√

۳√

۷/۲۷/۵

20



، زاویه‌ی  و X‏C‏ مماس بر دایره است. کمان  چند درجه89 در شکل زیر، وتر B‏A‏ برابر شعاع دایره و 
است؟

۵‏۷‏۰4‏۷‏۰3‏۶‏۰2‏۵‏1

سراسری-ریاضی-٩٨

در مثلث C‏B‏A‏ نقطه‌ی M‏ وسط C‏B‏ است. نیم‌سازهای دو زاویه‌ی B‏M‏A‏ و C‏M‏A‏ دو ضلع مثلث را در P‏ و Q‏ قطع90
می‌کنند. نقطه‌ی O‏ محل تلاقی M‏A‏ و Q‏P‏ است. M‏O‏ برابر کدام است؟

P‏O‏A4‏O‏Q3‏A‏12

سراسری-ریاضی-٩٨

، کدام است؟91 ، تحت تجانس به مرکز  و نسبت تجانس  معادله‌ی تصویر خط 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در مثلث متساوی‌الساقین C‏B‏A‏ ، خط گذرا بر رأس A‏ قاعده‌ی C‏B‏ و دایره محیطی مثلث را در D‏ و E‏ قطع می‌کند.92
، برابر کدام است؟ اندازه‌ی 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در دو دایره هم‌مرکز، از نقطه‌ی A‏ روی دایره بزرگ دو مماس E‏A‏ و F‏A‏ و از نقطه‌ی D‏ روی کمان کوچک‌تر F‏E‏ مماس93
دیگری بر دایره‌ی داخلی رسم شده است. با تغییر مکان A‏ و D‏ کدام بیان در مثلث C‏B‏A‏ درست است؟

محیط متغیر - مساحت ثابت2محیط ثابت - مساحت متغیر1

محیط متغیر - مساحت متغیر4محیط ثابت - مساحت ثابت3

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در مثلثی به طول اضلاع ۵‏۱‏ و ۳‏۱‏ و ۷‏ واحد، نقطه‌ی تلاقی نیم‌سازهای درونی، نیم‌ساز بزرگ‌ترین زاویهی مثلث را به94
کدام نسبت تقسیم می‌کند؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

AB || CDβ = ۲αBD
⌢

BC
١
۴

۲y + x = ۶O '(۲, ١)
۳
۲

y + ۲x = ۲۲y + x = ۷۲y + x = ۹۳y + x = ۹

AD. AE

BD. BCCD. CDAC۲BC۲

۳
۵

۲
۳

۳
۴

۵
۶
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، دایره‌ای در B‏ و C‏ بر ساق‌ها مماس است. اگر  و ارتفاع  باشد شعاع این95 در مثلث 
دایره، کدام است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

چهارضلعی D‏BC‏A‏ محیط بر یک دایره است. اگر B‏A‏ کوچک‌ترین ضلع ‌آن باشد، کدام نابرابری، همواره درست است؟96

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

مربع D‏C‏B‏A‏ به ضلع ۴‏ واحد، مفروض است. شعاع دایره‌ی گذرا بر دو رأس A‏ و B‏ و مماس بر ضلع D‏C‏ کدام است؟97

۳‏1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

نقطه‌ی‌ A‏ و دو دایره در یک صفحه مفروض‌اند. برای رسم مثلث قائم‌الزاویه و متساوی‌الساقین به رأس A‏ که دو سر98
قاعده بر روی هریک از این دایره‌ها باشد، کدام تبدیل هندسی به‌کار می‌رود؟

دوران4تجانس3انتقال2بازتاب1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در دایره‌ای به شعاع A‏O‏ وتر C‏B‏ مماس بر دایره‌ای به قطر A‏O‏ رسم شده است. مقدار  ، برابر کدام است؟99

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

دو دایره متقاطع در نقطه‌ی A‏ مشترک‌اند. خط گذرا بر A‏ دو دایره‌ی مفروض را در B‏ و C‏ قطع می‌کند. مماس‌ها بر هر100
دایره در B‏ و C‏ در نقطه‌ی‌ M‏ متقاطع‌اند. در مثلث C‏B‏M‏ با چرخش خط قاطع، کدام جزء‌ ثابت می‌ماند؟

زاویه‌ی 4مساحت3محیطA2‏M‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در مثلث C‏B‏A‏ داریم  و  ، نقاط D‏ و 'D‏ پای نیمسازهای داخلی و خارجی زاویه‌ی A‏ است. مقدار101
 ، کدام است؟

۰‏۰‏۱‏۱4‏۸‏۲3‏۷‏۴2‏۶‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

مساحت مثلث قائم‌الزاویه‌ای  مجذور وتر ‌آن است. کوچک‌‌ترین زاویه این مثلث، چند درجه است؟102

۰‏۳‏۵4‏/۲‏۲‏۵3‏/۷‏۱‏۵2‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-تجربی

(AB = AC ) ABCBC = ۶AH = ۴

۳/۲۵۳/۵۳/۷۵۴/۵

>Ĉ Â<B̂ Â<D̂ Ĉ<D̂ B̂

۲/۲۵۲/۵۲ ۲√

MB × MC

MO۲MA۲OA۲MA. MO

B CM̂

AB = ۳ACBC = ١۲
+AD۲ AD '۲

١
۸
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در شکل مقابل  و  ، اندازه M‏A‏ کدام است؟103

۵‏۷‏/۲‏۵4‏/۲‏۵3‏۲‏/۲‏۲2‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

دو دایره به شعاع‌های  و به طول خط ‌المرکزین  چه وضعیتی دارند؟104

مماس خارج4متخارج3متداخل2متقاطع1

کنکورهای خارج از کشور-آزاد-ریاضی

. مساحت مثلث BC‏A‏ چند برابر مساحت مثلث  است؟105 در شکل  و 

4                        ۶3‏۹2‏                        1

کنکورهای خارج از کشور-آزاد-تجربی

، روابط  برقرار است،106 در دو دایره به شعاع‌های  و طول خط المرکزین 

چند خط وجود دارد که بر هر دو دایره مماس است؟

۲‏۴4‏۱3‏2صفر1

کنکورهای خارج از کشور-آزاد-ریاضی

در دو دایره به شعاع‌های ۲‏ و ۳‏، طول خط المرکزین  است، چند خط می‌توان رسم کرد که به هر دو دایره مماس107
باشد؟

۴‏۲4‏۱3‏2صفر1

کنکورهای خارج از کشور-آزاد-ریاضی

نقطه‌ی‌  مرکز نیم‌دایره به قطر  است. شعاع  مماس بر دایره‌ی مفروض رسم شده است. دایره‌ای که بر دو108
نقطه‌ی  می‌گذرد و مماس بر خط  است، در کدام نقطه بر خط  مماس می‌شود؟

نشدنی4خارج پاره‌خط 3بین دو نقطه‌ی 12

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

CD = ۳, BC = ۸, AB = ۶=AE
⌢

CD
⌢

,۲√ ۵√d = ١

BB ' = ۲AB 'AC ' = ۲CC 'AB 'C '

۹
۴

۹
۲

R۲و R١d+ = d و + = ۴dR١ ۲R۲
١١
۶

۳R١ ۴R۲

۵√

PCC 'PD

B AΔΔو

C ' CCیا ' CCو 'C
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در مستطیلی به ابعاد ۴‏ و ۳‏ واحد، نیمساز‌های داخلی دو زاویه‌ی متقابل، قطر دیگر مستطیل را در  و  قطع می‌کند،109
اندازه‌ی  چه‌قدر است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

دایره‌ی محاطی داخلی یک مثلث به طول اضلاع ۳‏۱‏ و ۹‏ و ۸‏، در نقطه‌ی تماس، کوچک‌ترین ضلع را به۲‏ قطعه تقسیم110
می‌کند. نسبت ‌آن‌ دو قطعه کدام است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در مثلثی به اضلاع ۲‏۱‏ و ۸‏ و ۷‏، نیمساز داخلی زاویه‌ی بزرگ‌تر، ضلع مقابل را در  قطع می‌کند. فاصله‌ی نقطه‌ی  از111
وسط ضلع بزرگ‌تر چه‌قدر است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، اندازه‌ی  کدام است؟112 در مثلث  داریم: 

۴‏۱‏۳4‏۱‏۵3‏/۲‏۱‏۲2‏۱‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در یک مستطیل به طول ۳‏۱‏ و عرض ۶‏ واحد، دایره‌ای به قطر طول مستطیل، ضلع مقابل ‌آن را در دو نقطه‌ی  قطع113
می‌کند، فاصله‌ی این دو نقطه چند واحد است؟

۵4‏۴23‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، اندازه‌ی مماس  چه‌قدر است؟114 در شکل مقابل 

۲‏۱‏۸234‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

NM

MN

۲
۳

۵
۷

۵
۶

۵
۳

١
۳

۲
۵

۳
۷

۲
۳

DD

۰/۳۰/۴۰/۵۰/۶

ABC= ۲ و AC = ۷, AB = ۹Â ĈBC

N Mو

۲ ۶√۴ ۲√

CD = ۷ و PC = ۹, =PAĈ PDB̂PM

۶ ۲√١۰
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اضلاع مثلثی با اعداد ۲‏ و ۳‏ و ۴‏ متناسب است. نیمساز زاویه‌ی داخلی متوسط ‌آن را رسم می کنیم. مساحت115
کوچک‌ترین مثلث حاصل، چند برابر مساحت مثلث اصلی است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

زاویه‌ی بین خط المرکزین و مماس خارج دو دایره به شعاع‌های ۵‏/۷‏ و ۰‏۳‏ سانتی‌متر، ۰‏۳‏ درجه است. طول خط المرکزین116
دو دایره چند سانتی‌متر است؟

۰‏۵‏۵4‏/۷‏۴‏۵3‏۴‏۵2‏/۲‏۴‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در دایره‌ای به قطر ۲‏۱‏ واحد فاصله‌ی مرکز دایره از وتر B‏A‏ برابر ۲‏ واحد است، نقطه‌ی C‏ در امتداد B‏A‏ به فاصله‌ی117
 انتخاب شده است. طول قطعه‌ی مماسی که از C‏ بر دایره رسم شود، کدام است؟

۷4‏123

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

، با کدام زاویه برابر است؟118 در شکل روبه‌رو نقطه‌ی H‏ محل تلاقی ارتفاعات مثلث C‏B‏A‏ است، زاویه‌ی 

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

مساحت مثلث C‏B‏A‏ برابر ۶‏۱‏ واحد مربع است. اگر  و  باشد، اندازه‌ی ضلع متوسط a‏ کدام است؟119

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-تجربی

نقطه‌ی O‏ مرکز ثقل مثلث متساوی‌الاضلاع  ، کدام بیان نادرست است؟120

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

۲
۹

١
۴

١
۳

۲
۵

CB = ۲ ۲√

۲ ۲۰
−−

√۳ ۵√۵ ۲√

A DĤ

D EÂA CB̂A HD̂A CĤ

b = ۸c = ۵

۳۹
−−

√۴١
−−

√۳ ۵√۵ ۲√

BD = CE و ABC

OE = ODOD ⊥ BEE D = ١۲۰°ÔA C = ١۲۰°Ô
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در شکل مقابل مماس C‏A‏ بر دایره‌ی با وتر B‏A‏ از دایره برابرند اگر کمان  برابر ۲‏۲‏۲‏ درجه باشد زاویه‌ی C‏ چند درجه121
است؟

۴‏۲‏۳4‏۲‏۲3‏۲‏۱2‏۲‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در شکل مقابل ضلع مربع برابر ۲‏ واحد است. فاصله‌ی وسط کمان B‏A‏ از نزدیک‌ترین رأس مربع چه‌قدر است؟122

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-تجربی

فاصله‌ی نقطه‌ی P‏ تا دورترین نقاط یک دایره سه برابر شعاع دایره است. از این نقطه قاطع B‏A‏P‏ نسبت به دایره رسم123
شده است. اگر کمان B‏A‏ برابر ۰‏۶‏ درجه باشد، اندازه‌ی A‏P‏ چند برابر شعاع دایره است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

در مثلثی به اضلاع ۸‏، ۶‏ و ۵‏ واحد، نیمسازهای کوچک‌ترین زاویه‌ی ‌آن ضلع مقابل را در D‏ و 'D‏ قطع می‌کنند. اندازه‌ی124
'D‏D‏ چه‌قدر است؟

1234

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

دو خط متقاطع d‏ و 'd‏ و پاره‌خط B‏A‏ در صفحه ‌آن‌ها مفروض است. برای رسم پاره‌خطی موازی و مساوی B‏A‏ که دو سر125
‌آن بر روی این دو خط باشد، کدام تبدیل هندسی به‌کار می‌رود؟

تجانس4دوران3انتقال2بازتاب1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

DMB
⌢

۲ − ۲√
− −−−−−

√۴ − ۲ ۲√
− −−−−−−

√۲√١ + ۲√
− −−−−−

√

( − ١)
١
۲

١١
−−

√( − ١)
١
۲

١۳
−−

√( − ۲)١١
−−

√( − ۲)١۳
−−

√

١۹۵
١۴

١۰۲
۷

١۲۰
۷

١۲۴
۷
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در مثلث  ، داریم  و  نیم‌ساز داخلی زاویه A‏ و عمود منصف ضلع C‏B‏ در نقطه M‏ متقاطع‌اند.126
زاویه  چند درجه است؟

۰‏۴‏۵4‏۳‏۰3‏۳‏۵2‏۲‏1

کنکورهای خارج از کشور-سراسری-ریاضی

دو دایره به شعاع‌های ۱‏ و ۲‏ برهم مماس خارج‌اند. طول مماس مشترک خارجی ‌آن‌ها چقدر است؟127

۳234‏1

کنکورهای خارج از کشور-آزاد-ریاضی

، E‏B‏ و F‏C‏ سه میانه از مثلث C‏B‏A‏ باشد، ‌آن‌گاه مقدار128 اگر 
 کدام است؟

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

، D‏A‏ نیمساز داخلی زاویهٔ  است. اگر  و  باشد، ‌آنگاه زاویهٔ A‏ کدام است؟129 در مثلث 

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

،  و  باشد، زاویهٔ  کدام است؟130 ، اگر  در مثلث 

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

، مقدار  برابر کدام است؟131 در مثلث دلخواه 

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

، اگر  و  و D‏ روی ضلع C‏B‏ واقع باشد، به طوری‌که  ‌آنگاه مقدار 132 در مثلث 

کدام است؟

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

، اگر  باشد، ‌آنگاه  کدام است؟133 در مثلث 

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

، مقدار  برابر کدام است؟134 در مثلث 

1234

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

ABC= ۵۰°B̂= ۶۰°Ĉ

MBĈ

۵
۲

۲ ۲√۷
۲

AD

( + + ) + ( + + )AD۲ BE۲ CF۲ BC۲ CA۲ AB۲

١
۲

۲
۳

۳
۴

۴
۵

ABCÂ= ۲B̂ ĈCD = AB

١۸°۳۶°۵۴°۷۲°

ABCa = ۲b = ۶√c = − ١۳√B̂

۳۰°۶۰°١۲۰°۴۵°

ABC۲ac Sin( )− +Â B̂ Ĉ

۲

+a۲ c۲+ −a۲ c۲ b۲
+ −a۲ c۲ b۲

۲
+a۲ c۲

۲

ABC=B̂
π

۳
=Ĉ

π

۴
=

BD

DC

١
۳

Sin (B D)Â

Sin (C D)Â

١
۶√

١
۳

١
۳√

۲√

۳

ABC(a + b + c)(a − b + c) = ۳acB̂

π

۲
π

۳
π

۴
١١
۶

ABCa(bCos − cCos )Ĉ B̂

−a۲ b۲−b۲ c۲−c۲ a۲−a۲ c۲
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،  باشد، ‌آنگاه  کدام است؟135 ، اگر  در مثلث 

b234‏1

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

اگر در مثلث C‏B‏A‏ رابطهٔ  برقرار باشد، ‌آنگاه نوع مثلث کدام است؟136

همواره متساوی‌الاضلاع2قائم‌الزاویه                        1

مختلف‌الاضلاع و قائم‌الزاویه4همواره متساوی‌الساقین                        3

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

در مثلث C‏B‏A‏ مقدار  برابر کدام است؟137

c4‏b‏a‏123

سوالات گردآوری شده-سری )٢(-سال تحصیلی ١٤٠٣-١٤٠٢

ABC= ۴۵°Â= ۷۵°B̂a + c ۲√

۲bb
١
۲

b
۳
۲

bc = ۲ Cos + ۲ Cos − ۴bc Cosb۲ Â c۲ Â ۲Â

Cos + Sin(a − b)۲ ۲ Ĉ

۲
(a + b)۲ ۲ Ĉ

۲

+ +a۲ b۲ c۲abc (a + b + c)c۲
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله هم‌پیرامونی میزان افزایش مساحت برابر  است.1

بنابراین میزان افزایش مساحت برابر  است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله کتاب درسی هندسه یازدهم فصل ۳‏ پاره‌خط Q‏P‏ موازی C‏B‏ است. پس:2

از طرف دیگر با استفاده از قضیهٔ نیمساز می‌نویسیم:

. در ضمن P‏M‏ و Q‏M‏ نیمساز زاویه‌های C‏M‏A‏ و B‏M‏A‏ هستند پس:  پس: 
در نتیجه مثلث Q‏P‏M‏ قائمالزاویه است. بنابراین:

۲ + ۲SABC SDEC

۲ = ۲( AB × BC Sin ١۳۵°) = ۴×۶ × = ۲۴SABC
١
۲

۲√
۲√

۲

۲ = ۲( DE × DC Sin ١۲۰°) = ۲×۳ × = ۹SDEC
١
۲

۳√
۳√

۲

۲۴ + ۹ = ۳۳

A C : PQ || BC = ⇒ =B
△

−→
تالس AP

AC

PQ

BC

۵√

۴ ۵√

PQ

BC

⇒ = (١)
PQ

BC

١
۴

A C : نیمساز MP ⇒ = ⇒ = ⇒ MC = ۳AMM
△ AP

PC

AM

MC

۵√

۳ ۵√

AM

MC

A C : نیمساز MP ⇒ = AM ×MC − AP × PCM
△

MP۲

⇒ = AM ×۳AM − ( )(۳ ) ⇒ ۳۳ = ۳ − ١۵ ⇒ ١١ = − ۵۳۳
−−

√
۲

۵√ ۵√ AM۲ AM۲

⇒ = ١۶ ⇒ AM = ۴ ⇒ MC = ١۲ ⇒ BC = ۲۴ = ⇒ PQ = ۶AM۲ −→−
(١) از PQ

۲۴
١
۴

۲α + ۲β = ١۸۰°α + β = ۹۰°

= + ⇒ = + ⇒ = ۳۶ − ۳۳ = ۳ ⇒ MQ =PQ۲ MP۲ MQ۲ ۶۲ ۳۳
−−

√
۲

MQ۲ MQ۲ ۳√

1



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. مماس‌های رسم شده در نقطه تلاقی دو دایره به مراکز o‏ و 'o‏ یعنی A‏ بر هم عمودند. پس3
این مماس‌ها از مراکز دو دایره عبور می‌کنند. در نتیجه در مثلث 'o‏A‏o‏ که قائم‌الزاویه است. می‌نویسیم:

 

)توجه کنید خط مماس بر دایره در نقطهٔ تماس بر شعاع دایره عمود است به همین علت هر کدام از این مماس‌ها از
مرکز دایرهٔ دیگر عبور می‌کند.(

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. در صورتی که بازتاب A‏ نسبت به خط d‏ نقطهٔ 'A‏ باشد و از 'A‏ به B‏ وصل کنیم تا خط d‏ را در4
نقطهٔ C‏ قطع کند ‌آنگاه بنابر مسئله هرون محیط مثلث C‏B‏A‏ مینیمم است. پس  و  پس 

بنابراین دو مثلث قائم‌الزاویهٔ  و  متشابه می‌شوند.

از طرف دیگر:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از فرض  نتیجه می‌گیریم مثلث  متساوی‌الساقین است پس5
.

اکنون با استفاده از قضیه سینوس‌ها می‌نویسیم.

از طرف دیگر  پس  داریم:

o o ' : = + = + = ۲۸۹ ⇒ oo ' = ١۷A
△

oo '۲ oA۲ o 'A۲ ۸۲ ١۵۲

=Ĉ ١ Ĉ ۳=Ĉ ۲ Ĉ ۳=C ١ Ĉ ۲

B HC
△

A H 'C
△

B H~ A H ' ⇒ = ⇒ = =C
△

C
△ CH

CH '
BH

AH '
CH

CH '
۶
۴

۳
۲

= (١)− →−−−−−
ترکیب در مخرج CH

HH '
۳
۵

= ۵۰ ⇒ HH '(BH + AH ') = ۵۰ ⇒ HH '(١۰) = ۵۰ ⇒ HH ' = ١۰ (۲)SABHH ' ۳√ ١
۲

۳√ ١
۲

۳√ ۳√

(۲), (١) از ⇒ = ⇒ CH = ۶CH

١۰ ۳√

۳
۵

۳√

A B = B DD̂ ÂA BD
△

AB = BD

=
A C : =B
△

BC
Sin x

AB

Sin ۴۵°

B C : =D
△

BC
Sin y

BD

Sin ١۲۰°

⎫

⎭
⎬
⎪⎪⎪

⎪⎪⎪
− →−−−−−
تقسیم می کنیم

BC
Sin y

BC
Sin x

BD

Sin ١۲۰°

AB

Sin ۴۵°

− →−−−
AB=BD

= (١)
Sinx

Sin y

Sin ۴۵°

Sin ١۲۰°

x + y = ۹۰Sin y = Cosx

(١) از ⇒ = ⇒ tanx = =
Sinx

Cosx

۲√

۲

۳√

۲

۲√

۳√

۶√

۳

2



گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیه نیمساز می‌نویسیم:6

                        

اکنون از قضیهٔ تالس استفاده می‌کنیم.

بنابراین:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. محیط مثلث  یعنی  است. اگر r‏ شعاع دایره محاطی باشد7

داریم:                        
از طرف دیگر مساحت مثلث برابر ۳‏ به اضافه مساحت دایره است. بنابراین:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. در نظر می‌گیریم  چون مثلث D‏F‏E‏ متساوی‌الاضلاع است پس:8

. در نتیجه هر دو مثلث  و  متساوی‌الساقین با زاویهٔ رأس  هستند پس 
. پس 

. اکنون با از طرف دیگر با استفاده از فرض  در نظر می‌گیریم  و  پس  پس 

) استفاده از قضیهٔ کسینوس‌ها می‌نویسیم: )با توجه به شکل مشخص است که: 

بنابراین:                        

A D : نیمساز DE ⇒ = = (١)B
△ AE

EBB

AD

DB

۳
۷

A C : EF || BC ⇒ = = = ⇒ =B
△ AF

FC

AE

EB
−→−
(١) از AF

FC

۳
۷

− →−−
در مخرج

ترکیب AF

AC

۳
١۰

AF

۸
۳
١۰

⇒ AF = ⇒ FC = ۸ − =
١۲
۵

١۲
۵

۲۸
۵

A C : نیمساز DF ⇒ = AD ×DC − AF ×FC ⇒ = ۳×۷ − ( )( )D
△

DF۲ DF۲ ١۲
۵

۲۸
۵

= ۲١ − ۲١× = ۲١)١ − ) = ۲١× ⇒ DF = = ۰/۶
١۶
۲۵

١۶
۲۵

۹
۲۵

۳
۵

۲١
−−

√ ۲١
−−

√

۴۸π
−−−

√۴ ۳π
−−

√

r =
S

P

r = ⇒ ۲ r = ۳ + ⇒ − ۲ r + ۳ = ۰ ⇒ = ۰
۳ + πr۲

۲ ۳π−−√
۳π
−−

√ πr۲ πr۲ ۳π
−−

√ ( r − )π−−√ ۳√
۲

⇒ r =
۳√

π−−√

مساحت مثلث = ۳ + = ۳ + π( ) = ۶πr۲
۳
π

AE = ED = DC = x

EF = FD = xA FE
△

D CF
△

١۲۰°= = ۳۰°Ĉ ١ Â ١

AF = FC

=
AF

BC

۲
۳

AF = ۲yBC = ۳yFC = ۲yBF = y

A B = ۶۰°F̂

A F : = + − ۲AF × BF Cos ۶۰° ⇒ = + − ۲(۲y)(y)( )B
△

AB۲ AF۲ BF۲ (۳ )۳√
۲

(۲y)۲ y۲
١
۲

⇒ ۲۷ = ۴ + − ۲ ⇒ ۲۷ = ۳ ⇒ = ۹ ⇒ y = ۳y۲ y۲ y۲ y۲ y۲

FC = ۲y = ۶

3



. از طرف دیگر9 گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. از C‏ به D‏ وصل می‌کنیم. زاویهٔ D‏ محاطی روبه‌رو به قطر است پس 
از مرکز O‏ به نقطهٔ E‏ وسط کمان DC‏ وصل می‌کنیم در این صورت E‏O‏ بر وتر C‏D‏ عمود خواهد شد. بنابراین دو خط E‏O‏ و

. B‏A‏ هر دو بر C‏D‏ عمودند. بنابراین 
، E‏ و F‏ . در نتیجه نقاط  در ضمن نقاط O‏ و F‏ وسط دو ضلع مثلث C‏B‏A‏ هستند. پس بنابر عکس قضیهٔ تالس 

روی یک خط موازی با B‏A‏ قرار دارد، داریم. پس:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله هرون دو زاویهٔ  و  مساویند پس مثلث‌های قائم‌الزاویهٔ  و 10
متشابهند. اکنون بنابر فرض سؤال می‌نویسیم.

از طرف دیگر:

پس:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. در چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ مجموع زوایای داخلی برابر  است پس:11

از طرف دیگر با استفاده از قضیهٔ سینوس‌ها می‌نویسیم:

اکنون از تقسیم روابط )۲‏( و )۳‏( نتیجه می‌گیریم:

= ۹۰°D̂

OE || AB

OF || ABO

R = OE = ۴/۵ ⇒ OF = OE + EF = ۴/۵ + ۲ = ۶/۵

A C : OF || AB = ⇒ = ⇒ AB = ١۳B
△

−→
تالس CF

AC

OF

AB

١
۲

۶/۵
AB

Ĉ ١Ĉ ۲A HC
△

B H 'C
△

= ۶ ⇒ (۲ )CH = ۶ ⇒ CH = ۶SACH ۳√
١
۲

۳√ ۳√

A H~ B H ' ⇒ = ⇒ = ⇒ CH ' = ١۵C
△

C
△ CH

CH '
AH

BH '
۶

CH '
۲ ۳√

۵ ۳√
HH ' = CH + CH ' = ۶ + ١۵ = ۲١

۳۶۰°

+ A C + + A C = ۳۶۰° ⇒ + ١۰۵° + α + ١۶۵° = ۳۶۰°Â B̂ Ĉ D̂ Â

⇒ + α = ۹۰ ⇒ Sin = Cosα (١)Â Â

A D : = = (۲)B
△ AD

Sin ۳۰
BD

Sin Â
−→−
(١) از AD

١
۲

BD

Cosα

B C : = ⇒ = (۳)D
△ BC

Sin ١۳۵
BD

Sinα

BC

۲√

۲

BD

Sinα

= = tanα
AD۲√

BC

Sinα

Cosα
− →−−

=
AD

BC

۲

۳ ۲ ۲√

۳

4



گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیهٔ نیمساز می‌نویسیم.12

پس  در نتیجه در مثلث C‏D‏A‏ پاره‌خط F‏D‏ نیمساز زاویه  است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم r‏ شعاع دایره محاطی باشد.13

در ضمن مساحت قسمت سایه زده مساوی مساحت چهارضلعی منهای مساحت دایره است. پس:

بنابراین:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از O‏ به F‏ وصل می‌کنیم چون F‏ وسط کمان  قرار دارد پس F‏O‏ بر وتر E‏C‏ عمود می‌شود.14
. بنابراین F‏O‏ و B‏A‏ هر دو بر E‏C‏ عمودند پس از طرف دیگر زاویهٔ  محاطی روبه‌رو به قطر C‏B‏ است پس 

.
. بنابراین نقاط در ضمن در مثلث BC‏A‏ نقاط O‏ و D‏ وسط اضلاع C‏B‏ و C‏A‏ هستند پس بنابر عکس قضیهٔ تالس 

O‏ و F‏ و D‏ روی یک خط موازی B‏A‏ هستند. داریم:

A D : DE نیمساز ⇒ = =B
△ AE

BE

AD

BD

۳
۵

A C : EF || BC = =B
△

−→
تالس AE

BE

AF

FC

۳
۵

=
AF

FC

AD

DC
A CD
△

= = ⇒ = ⇒ AF = ⇒ FC = ۷ − =
AF

FC

۳
۵

− →−−−−−
ترکیب در مخرج AF

AC

۳
۸

AF

۷
۳
۸

۲١
۸

۲١
۸

۳۵
۸

A C : نیمساز DF ⇒ = AD ×DC − AF ×FC = ۳×۵ − × = ١۵(١ − )D
△

DF۲ ۲١
۸

۳۵
۸

۴۹
۶۴

⇒ ١۵× ⇒ DF =
١۵
۶۴

١۵
۸

۲P = ⇒ ۲P = ۴ ⇒ P = ۲۸۰π
−−−

√ ۵π
−−

√ ۵π
−−

√

r = ⇒ r = ⇒ ۲ r = ۵ − ⇒ + ۲ r − ۵ = ۰S

P

۵ − πr۲

۲ ۵π−−√
۵π
−−

√ πr۲ πr۲ ۵π
−−

√

⇒ = ۰ ⇒ r =( r − )π−−√ ۵√
۲ ۵√

π−−√

محیط دایره = ۲πr = ۲π( ) = ۲
۵√

π−−√
۵π
−−

√

EC
⌢

Ê= ۹۰°Ê

OF || AB

OD || AB

} OD = + ١ =
OF = R =

۷
۲

DF = ١
− →−−−−
جمع می کنیم ۷

۲
۹
۲

A C : OD || AB = ⇒ = ⇒ AB = ۹B
△

−→
تالس OD

AB

CD

AC

۹
۲

AB

١
۲

5



گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از مرکز O‏ به نقطهٔ S‏ وصل می‌کنیم در این صورت  یعنی مثلث S‏P‏O‏15
متساوی‌الاضلاع است. پس ارتفاع H‏S‏ میانه هم هست. در نتیجه  بنابراین:

 

پس عرض نقطهٔ S‏ برابر  است.

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. ابتدا به کمک قضیه کسینوس‌های  را به دست می‌آوریم:16

 

از طرف دیگر داریم.                        

بنابراین:

PS = OS = OP = R

R = OP = ۴

SH = OP = (۴) = ۲
۳√

۲
۳√

۲
۳√

۲ ۳√

Cos Â

A C : = + − ۲AB × AC CosB
△

BC۲ AB۲ AC۲ Â

⇒ = + − ۲(۴)(۵) Cos ⇒ Cos = −۷۲ ۴۲ ۵۲ Â Â
١
۵

AT = AT ' = P − a = − ۷ = ١۴ + ۵ + ۷
۲

A T ' : TT = + AT − ۲AT × AT ' Cos ⇒ TT = ١ + ١ − ۲(١)(١)(− )T
△

'۲ AT۲ '۲ Â '۲
١
۵

= ۲ + = ⇒ TT ' = ⇒ TT ' = = = ۰/۴
۲
۵

١۲
۵

۲ ۳√

۵√

۲ ١۵−−√

۵
۴ ١۵−−√

١۰
١۵
−−

√

6



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. در شکل 'A‏ بازتاب A‏ نسبت به خط d‏ است چون بازتاب تبدیل ایزومتری است پس17
. در ضمن ارتفاع  بنابر فرض برابر  است. پس:

در نتیجه:                        

اکنون با استفاده از قضیهٔ کسینوس‌ها می‌نویسیم.

بنابراین مجموع مقادیر ممکن برای  برابر ۸‏۲‏ است.

)توجه کنید زاویهٔ  در مثلث  می‌تواند حاده یا منفرجه باشد به همین علت  را برابر  قرار داده‌ایم.(

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از روابط طولی در دایره می‌نویسیم.18

بنابراین:

OA = OA ' = ١۰A 'H۹/۶

O 'H : = − A ' ⇒ = − ۹/A
△

OH۲ OA '۲ H ۲ OH۲ ١۰۲ ۶۲

= (١۰ − ۹/۶)(١۰ + ۹/۶) ⇒ = (۰/۴)(١۹/۶)OH۲

= × = ⇒ OH = =
۴
١۰

١۹۶
١۰

۴×۴×۴۹
١۰۰

۴×۷
١۰

١۴
۵

O 'H : Cos = = = =A
△

Ô
OH

OA '

١۴
۵

١۰
١۴
۵۰

۷
۲۵

O A ' : = + ± ۲OA ×OA ' Cos ⇒ = ١۰۰ + ١۰۰± ۲(١۰۰)( )A
△

AA '۲ OA۲ O 'A۲ Ô AA '۲
۷
۲۵

⇒ = ۲۰۰± ۵۶ ⇒ {AA '۲
= ۲۵۶ ⇒ AA ' = ١۶AA '۲

= ١۴۴ ⇒ AA ' = ١۲AA '۲

AA '

ÔAOA 'Cos Ô±
۷
۲۵

= AB ×AC ⇒ = ۳(۳ + ۴ + y) ⇒ y = ۵AT۲ ۶۲

MD ×ME = MB ×MC ⇒ ۲(۳x + ١) = ۲۰ ⇒ x = ۳

= = = ۰/۶x

y

۳
۵

۶
١۰

7



19. گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. مطابق شکل نیم‌دایره را کامل می‌کنیم. در این صورت زاویهٔ 
در ضمن F‏O‏ را امتداد می‌دهیم تا دایره را در نقطهٔ D‏ قطع کند. با استفاده از رابطهٔ طولی در دایره می‌نویسیم.

 

اکنون با توجه به شکل داریم.                        

پس:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله هم پیرامونی میزان افزایش مساحت برابر  است.20

                        

بنابراین میزان افزایش مساحت برابر  است.

= ۹۰°B̂

BE ×EC = EF ×ED ⇒ = ⇒ =BE
EF

ED
EC

BE
EF

OE+OD

EC

= ⇒ = + (١)− →−−−
OD=OC BE

EF

OE+OC

EC
BE
EC

OE
EC

OC
EC

O C : = Sin (۹۰ − α) = CosαE
△ OE

EC

OEC : = Sinα
OC

EC

(١) از ⇒ = Cosα + Sinα = + Sinα
BE

EC
١ − Sin α۲
− −−−−−−−

√ − →−−−−−−
Sin α=۰/۸=

۴

۵

= + = + = = = ١/۴BE

EC
١ −

١۶
۲۵

− −−−−−

√
۴
۵

۳
۵

۴
۵

۷
۵

١۴
١۰

۲ + ۲SDEC SABC

۲ = ۲( AB × BC Sin ١۵۰°)SABC
١
۲

= ×۴ × = ۶۳√ ۳√ ١
۲

۲ = ۲( DC × DE Sin ١۲۰°)SDEC
١
۲

= ١× × =۳√
۳√

۲
۳
۲

١۶ + = ۷/۵
۳
۲
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله کتاب درسی، F‏E‏ موازی C‏B‏ است. پس:21

از طرف دیگر با استفاده از قضیهٔ نیمساز در مثلث D‏B‏A‏ می‌نویسیم:

 نیمساز

 نیمساز

در ضمن E‏D‏ و DF‏ نیمساز زاویه‌های  و  هستند پس:                        
در نتیجه:  پس مثلث F‏E‏D‏ قائم‌الزاویه است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. مماس‌های رسم شده در نقطهٔ تلاقی دو دایره به مرکز O‏ و  یعنی A‏ بر هم عمودند پس22
این مماس‌ها از مراکز دو دایره عبور می‌کنند. در نتیجه در مثلث  که قائم‌الزاویه است می‌نویسیم:

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. بازتاب جهت شکل را حفظ نمی‌کند.23
تذکر: سؤال موجود در دفترچه سازمان سنجش غلط بود و صورت سؤال به شکل صحیح ویرایش شد.

EF || BC = ⇒ =−→
تالس EF

BC

AF

AB

EF

١۰
١۲ ۲√

١۵ ۲√

⇒ EF = ۸

DF : = ⇒ = ⇒ AD = ۲۰AF

BF

AD

BD

١۲ ۲√

۳ ۲√

AD

۵

DF ⇒ = AD ×BD − AF ×BF ⇒ = ۲۰×۵ − ١۲ ×۳ = ١۰۰ − ۷۲DF۲ DF۲ ۲√ ۲√

⇒ = ۲۸ ⇒ DF =DF۲ ۲۸
−−

√

A CD
△

A BD
△

۲α + ۲β = ١۸۰°

α + β = ۹۰°

D F : = − = − = ۶۴ − ۲۸ = ۳۶ ⇒ DE = ۶E
△

DE۲ EF۲ DF۲ ۸۲ ۲۸
−−

√
۲

O '

OAO '

O O ' : = −A
△

OA۲ OO '۲ O 'A۲

⇒ OA = ۲/ − ١/ = ۶/۲۵ − ۲/۲۵ = ۴ ⇒ OA = ۲۵۲ ۵۲
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. با توجه به داده‌های روی شکل و استفاده از قضیهٔ روابط طولی در دایره می‌نویسیم:24

بنابراین:

پس:                        

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.25

 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.26

 

} ⇒ x = y
۶×١۰ = y(۷ + x) ⇒ ۶۰ = ۷y + xy

۵×١۲ = x(۷ + y) ⇒ ۶۰ = ۷x + xy

۶×١۰ = y(۷ + x) ۶۰ = x(۷ + x) ⇒ + ۷x − ۶۰ = ۰−→
y=x

x۲

⇒ (x + ١۲)(x − ۵) = ۰ ⇒ x = ۵

AB = x + y + ۷ = ۵ + ۵ + ۷ = ١۷

A C : = ⇒ = ⇒ z = ۲yE
△

AC
AE

CD
DE

۴
z

۲
y

⇒ y =
= AC. AE − CDEDAD۲

= ۴×z − ۲y ⇒ ۹ = ۶y۳۲
۳
۲

z = ۳ و EC = ۳/۵

A C : = ⇒ = ⇒ t = xB
△ AB

AC

BE

EC

x

۴
t

۳/۵
۷
۸

= AB ×AC − BE. ECAE۲

= ۴x − ۳/۵ ۹ = x ⇒ x = ۹/۶۳۲ − →−

t= x
۷

۸ ١۵
١۶

محیط = ۹/۶ + ۴ + ۳ + ۳/۵ + ۸/۴ = ۲۵/۵

Min (AC + BC ) = BD

= + ⇒ = +BD۲ BE۲ DE۲ BD۲ ۶۲ ۳۲

⇒ B = = ۳۴۵−−√ ۵√
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم  پس  در نتیجه محیط مثلث P‏MN‏ برابر ۶‏۳‏ است پس:27

 

از طرف دیگر اگر  شعاع دایره محاطی خارجی نظیر ضلع P‏N‏ باشد داریم:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. با توجه به شکل داریم:28

 

بنابراین:

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. نیمساز زاویهٔ  در مثلث C‏B‏A‏ یعنی E‏A‏ را رسم می‌کنیم. در این صورت D‏A‏ نیمساز مثلث29
E‏AB‏ است. با استفاده از قضیهٔ نیمساز می‌نویسیم:

MT = MT ' = PP = ١۸

MN + MP + NP = ۳۶
١۵ + ١۲ + NP = ۳۶ ⇒ NP = ۹

ra

= = =ra
S

P − a
− →−−−
a=NP=۹

ra
P(P − a)(P − b)(P − c)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−√

P − a

١۸(١۸ − ١۵)(١۸ − ١۲)(١۸ − ۹)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

١۸ − ۹

= = = ۶
١۸×۳×۶×۹− −−−−−−−−√

۹
١۸×۳
۹

زاویه ظلی : = , = , = , =Â ١
AB
⌢

۲
B̂١

AB
⌢

۲
Ĉ ١

CD
⌢

۲
D̂ ١

AD
⌢

۲

زاویه ظلی : = , = , = , =Â ۲
AD
⌢

۲
B̂۲

BC
⌢

۲
Ĉ ۲

BC
⌢

۲
D̂ ۲

CD
⌢

۲

+ + + + + + +Â ١ Â ۲ B̂١ B̂۲ Ĉ ١ Ĉ ۲ D̂ ١ D̂ ۲

= + + + + + + + = + + + = ۳۶۰°
AB
⌢

۲
AD
⌢

۲
AB
⌢

۲
BC
⌢

۲
CD
⌢

۲
BC
⌢

۲
AD
⌢

۲
CD
⌢

۲
AB
⌢

AD
⌢

BC
⌢

CD
⌢

Â

A E : نیمساز AD ⇒ = ⇒ =B
△ BD

DE

AB

AE

۴
x

۸
y

⇒ y = ۲x (١)

A E : نیمساز AD ⇒ = AB ×AE − BD × DEB
△

AD۲

⇒ ۳۶ = ۸y − ۴x ۳۶ = ١۶x − ۴x ⇒ x = ۳ y = ۶−→−
(١) از

−→−
(١) از

A C : نیمساز AE ⇒ = ⇒ = = ⇒ z = ACB
△ BE

EC

AB

AC

۴ + x

z

۸
AC

−→
x=۳ ۷

z

۸
AC

۷
۸

A C : نیمساز AE ⇒ = AB ×AC − BE ×EC ⇒ = ۸AC − (۴ + x)(z)B
△

AE۲ y۲ −→−
y=۶

(۲) از

۳۶ = ۸AC − ۷× AC ⇒ ۳۶ = ۸ − AC ⇒ AC = ⇒ AC = = = ١۹/۲
۷
۸

⎛

⎝
⎜

۴۹
۸

⎞

⎠
⎟

۳۶
١۵
۸

۸×۳۶
١۵

۹۶
۵
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. مثلث‌های با مساحت ۰‏۳‏ و ضلع مشترک ۵‏۱‏ واحد دارای ارتفاع برابر  هستند.30

، ‌آنگاه رأس A‏ روی خط d‏ موازی C‏B‏ به فاصلهٔ  قرار دارد. برای پیدا کردن اگر C‏B‏A‏ مثلث موردنظر باشد و 
رأس A‏ روی خط d‏ به طوری که محیط C‏B‏A‏ مینیمم باشد از مسئله هرون استفاده کرده بازتاب B‏ را نسبت به d‏ نقطهٔ
 نامیده از  به C‏ وصل می‌کنیم تا خط d‏ را در A‏ قطع کند در این صورت  مینیمم است. در این صورت

چون  طبق قضیهٔ تالس  پس H‏A‏ میانه است بنابراین مثلث C‏B‏A‏ متساوی‌الساقین است.

بنابراین:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. شعاع دایرهٔ محاطی خارجی نظیر ضلع C‏B‏ از رابطهٔ زیر تعیین می‌شود.31

بنابراین:                        

h = = ۴
۲×۳۰
١۵

BC = ١۵h = ۴

B 'B 'AB + AC

AH || BB '= =
CH

BC

AH

BB '
١
۲

A C : = + ⇒ = + ( ) ' = ١۶ + = ⇒ AC =H
△

AC۲ AH۲ CH۲ AC۲ ۴۲
١۵
۲

۲۲۵
۴

۲۸۹
۴

١۷
۲

A C مینیمم محیط = AB + AC + BC = + + ١۵ = ١۷ + ١۵ = ۳۲B
△ ١۷

۲
١۷
۲

=ra
S

P − a

P = = = ١۲۹ + ۸ + ۷
۲

۲۴
۲

S = = =P(P − a)(P − b)(P − c)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ١۲(١۲ − ۹)(١۲ − ۸)(١۲ − ۷)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√ ١۲×۳×۴×۵
− −−−−−−−−

√

= = ١۲×۵١۲۲
− −−−−

√ ۵√

= = = = ۲/۴ra
S

P − a

١۲ ۵√

١۲ − ۷
١۲ ۵√

۵
۵√
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. راه‌حل اول: این سؤال را در حالت خاص که پنج‌ضلعی منتظم است حل می‌کنیم. پنج‌ضلعی32

منتظم محاط در دایره، دایره را به پنج قسمت مساوی  تقسیم می‌کند. زاویهٔ محاطی  روبه‌رو به وتر B‏A‏

است پس:

به همین ترتیب زاویه‌های محاطی روبه‌رو به اضلاع این پنج‌ضلعی منتظم برابر  است بنابراین مجموع این زاویه‌ها
 است.

راه‌حل دوم: فرض کنیم E‏D‏C‏B‏A‏ پنج‌ضلعی محاط در دایره باشد داریم:                        

در نتیجه:

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.33

 قضیه نیمساز

 قضیه کسینوس‌ها

 

= ۷۲°
۳۶۰°

۵
D̂ ١

= = = ۳۶°D̂ ١
AB
⌢

۲
۷۲°

۲
۳۶°

۵×۳۶° = ١۸۰°

= , = , = , = , =Â ١
CD
⌢

۲
B̂١

ED
⌢

۲
Ĉ ١

AE
⌢

۲
D̂ ١

AB
⌢

۲
Ê ١

BC
⌢

۲

+ + + + = = = ١۸۰°Â ١ B̂١ Ĉ ١ D̂ ١ Ê ١
+ + + +CD

⌢

ED
⌢

AE
⌢

AB
⌢

BC
⌢

۲
۳۶۰°

۲

: = ⇒ = ⇒ = ⇒ AC = AB
AC

AB

DC

DB

AC

AB

۷
۴

۵
۴

AC

AB

۷
۵

۷
۵

: = + − ۲AB × BC × CosBAC۲ AB۲ BC۲

⇒ = + − ۲AB ×۳× ⇒ + ۳AB − ۹ = ۰{۴۹
۲۵

AB۲ AB۲ ۳۲
١
۲

۲۴
۲۵

AB۲
AB = −۵ غ ق ق

AB = ⇒ AC =
١۵
۸

۲١
۸

= AC ×AB − DC × BDAD۲

= × − × = ⇒ AD =AD۲ ۲١
۸

١۵
۸

۵
۴

۷
۴

۲۵×۷
۶۴

۵
۸

۷√
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ها بر خودش منطبق شده است، پس A‏ روی محور y‏ها34 گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. بازتاب نقطه A‏ نسبت به محور 
است. چون قطرهای مربع عمودمنصف یکدیگر و با هم مساویند. پس مختصات سایر رأس‌های مربع به صورت شکل زیر

است.

 فاصله B‏ تا مبدأ مختصات

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.35

 طول مماس مشترک داخلی

 طول مماس مشترک خارجی

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم ذوزنقه بر دایره‌ای به شعاع R‏ محاط باشد، پس ارتفاع ذوزنقه برابر  است. با36
رسم ارتفاع‌های H‏A‏ و E‏B‏ داریم:

 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم کمان‌های محصور بین دو وتر موازی مساویند، پس  و  اکنون37
با توجه به شکل می‌نویسیم:

 

y

= =+۳۲ ۵۲
− −−−−−

√ ۳۴
−−

√

= ⇒ = ۸١ − ⇒ R + R ' = ۵−(oo ')۲ (R + R ')۲
− −−−−−−−−−−−−

√ (R + R ')۲ (۲ )١۴
−−

√
۲

= ⇒ = ۸١ − ⇒ R − R ' = ١−(oo ')۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−−

√ (R − R ')۲ (۴ )۵√
۲

۲R = ۶ ⇒ R = ۳− →−−−−
جمع می کنیم

۲R

DH = CE = = ⇒ DH = ۸DC−AB

۲
١۶
۲

= + ⇒ = + ۸ = ١۴۴ ⇒ AD = ١۲AD۲ AH۲ DH۲ AD۲ (۴ )۵√
۲

=CD
⌢

BE
⌢

=AF
⌢

CD
⌢

}F E = ۴۵° = ⇒ x + y = ۹۰°N̂
x+y

۲

۸۵° + ۷۵° + ۳x + y = ۳۶۰° ⇒ ۳x + y = ۲۰۰°

۲x = ١١۰° ⇒ {− →−−−
کم می کنیم x = ۵۵

y = ۳۵
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. در مثلث C‏D‏B‏ داریم:38

D‏B‏ و D‏C‏ نیمساز زوایای B‏ و C‏ هستند، پس داریم:

از طرفی چهارضلعی F‏D‏E‏A‏ محاطی است، بنابراین:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. مطابق شکل طول ارتفاع ذوزنقه برابر طول قطر دایره یعنی برابر ۴‏ است. از طرفی در مثلث39
H‏D‏A‏ داریم:

، یک چهارضلعی محیطی است، پس داریم: چهارضلعی 

+ + = ١۸۰°D̂ ۲ B̂١ Ĉ ١

+ + = ١۸۰° (١)D̂ ۲
B̂

۲
Ĉ

۲

+ = ١۸۰° + = ١۸۰° (۲)Â D̂ ١ − →−−
=D̂ ١ D̂ ۲

Â D̂ ۲

١, ۲ ⇒ = ⇒ = ⇒ ۲ = ١۸۰° − ⇒ ۳ = ١۸۰° ⇒ = ۶۰°Â
+B̂ Ĉ

۲
Â

١۸۰° − Â

۲
Â Â Â Â

Sin ۶۰° = ⇒ = ⇒ AD =
AH

AD

۳√

۲
۴

AD

۸

۳√
ABCD

AB + CD = AD + BC = ۲AD =
١۶

۳√

= AH (AB + CD ) = ×۴× =SABCD
١
۲

١
۲

١۶

۳√

۳۲

۳√
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. در این صورت زاویهٔ B‏ زاویه40ٔ گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. در مثلث C‏B‏A‏ فرض کنیم  و  و 
متوسط است. فرض کنیم D‏B‏ نیمساز زاویهٔ B‏ باشد. در این صورت دو مثلث D‏B‏A‏ و C‏B‏A‏ دارای ارتفاع مشترک از رأس B‏

هستند پس نسبت مساحت‌های ‌آن‌ها برابر نسبت قاعده‌های نظیرشان است. پس:

از طرف دیگر بنابر قضیهٔ نیمساز داخلی می‌نویسیم:

 نیمساز

بنابراین:                        

ها41 ها بر خودش منطبق است پس نقطهٔ C‏ روی محور  گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. چون بازتاب نقطهٔ C‏ نسبت به محور 
قرار دارد پس مختصات C‏ به صورت  است. در ضمن عرض نقطهٔ D‏ برابر ۳‏ است. فرض کنیم  چون قطرهای
مربع عمودمنصف یکدیگرند پس رأس  بازتاب D‏ نسبت به قطر C‏A‏ است و چون قطرهای مربع منصف یکدیگرند.

پس:

بنابراین:                        

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. طول خط المرکزین دو دایره مماس خارج مساوی  است. پس طول مماس مشترک42
خارجی این دو دایره  است. بنابر فرض سؤال داریم.

 

بنابراین شعاع دایره بزرگتر  برابر شعاع دایره کوچکتر است.

AB = ۴xAC = ۵xBC = ۶x

= (١)
SABD

SABC

AD

AC

BD ⇒ = = ⇒ =
AD

DC

AB

BC
− →−−−−−
ترکیب در مخرج AD

AD + DC

AB

AB + BC

AD

AC

AB

AB + BC

⇒ = ⇒ = ⇒ = (۲)
AD

AC

۴x
۴x + ۶x

AD

AC

۴x
١۰x

AD

AC

۲
۵

(۲), (١) از ⇒ = ⇒ =
SABD

SABC

۲
۵

SABC

SABD

۵
۲

yy

(۰, ١)D(x, ۳)

B(x, y)

A + C = B + D ⇒ (۴, ١) + (۰, ١) = (x, ۳) + (x, y)

A+C = B+D ⇒ (۴, ١) + (۰, ١) = (x, ۳) + (x, y) ⇒ { ⇒ B(۲, −١)
۴ = ۲x ⇒ x = ۲

۲ = ۳ + y ⇒ y = −١
OB = =۴ + ١

− −−−
√ ۵√

R + R '

۲ RR '−−−√

طول مماس مشترک خارجی = R ⇒ ۲ = R
۳√

۲
RR '−−−√

۳√

۲

⇒ ۴RR ' = ⇒ ۴R ' = R ⇒ R = R '۳
۴
R۲ ۳

۴
١۶
۳

١۶
۳
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. در ذوزنقهٔ متساوی‌الساقین محیطی قطر دایرهٔ محاطی واسطه هندسی بین دو قاعده ذوزنقه43
است. به عبارتی اگر R‏ شعاع دایرهٔ محاطی ذوزنقهٔ متساویالساقین محیطی D‏C‏B‏A‏ باشد ‌آن‌گاه  پس:

بنابراین:                         مساحت دایره

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم اندازهٔ کمان‌های بین دو وتر موازی مساویند.44

 

در ضمن:

از طرف دیگر زاویهٔ T‏C‏B‏ زاویهٔ ظلی است بنابراین:

۴ = AB × DCR۲

۴ = AB ×DC ⇒ ۴ = ۲×۴ ⇒ = ۲R۲ R۲ R۲

= = ۲ππR۲

⇒ = = = x
AB || DE ⇒ =AD

⌢

BE
⌢

BC || EF ⇒ =BE
⌢

CF
⌢

⎫
⎭⎬ AD

⌢

CF
⌢

BE
⌢

+ + + + + = ۳۶۰° ⇒ ۶۰° + x + ۸۰° + x + ١۰۰° + x = ۳۶۰°AB
⌢

BE
⌢

EF
⌢

CF
⌢

CD
⌢

AD
⌢

⇒ ۳x = ١۲۰° ⇒ x = ۴۰°

B T = = = = ١۰۰°Ĉ
BC
⌢

۲
+ +AD

⌢

DC
⌢

AB
⌢

۲
۴۰° + ١۰۰° + ۶۰°

۲

17



گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. از قضیه‌ی نیمساز زاویه داخلی استفاده کرده می‌نویسیم.45

با توجه به تناسب بدست ‌آمده فرض می‌کنیم  و  اکنون از قضیه‌ی کسینوسها داریم:

بنابراین ضلع کوچکتر این مثلث یعنی C‏A‏ برابر  است. )توجه کنید اگر  و 

) ‌آنگاه مسئله جواب نخواهد داشت. پس بهتر بود از ابتدا مطرح می‌شد 

ها46 ها بر خودش منطبق است پس نقطه‌ی D‏ روی محور  گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. بازتاب نقطه‌ی D‏ نسبت به محور 
. قرار دارد پس: 

مسلماً بازتاب نقطه‌ی C‏ نسبت به قطر D‏B‏ نقطه‌ی A‏ است زیرا قطرهای مربع عمود منصف یکدیگرند. فرض کنیم
 و  در این صورت چون قطرهای مربع منصف یکدیگرند بنابراین:

پس:                        

بنابراین:

نیمساز AD = = ⇒ =
BD

DC

AB

AC

۳/۵
۲/۵

AB

AC

⇒ = ⇒ =
۳۵
۲۵

AB

AC

۷
۵

AB

AC

AB = ۷xAC = ۵x

= + − ۲AC × BC Cos ۶۰° ۴۹ = ۲۵ + ۳۶ − ۲(۵x)(۶)( )AB۲ AC۲ BC۲ − →−
BC=۶

x۲ x۲
١
۲

⇒ ۴۹ = ۲۵ + ۳۶ − ۳۰x ⇒ ۲۴ + ۳۰x − ۳۶ = ۰ ۴ + ۵x − ۶ = ۰x۲ x۲ x۲ →
÷۶

x۲

⇒ x = = = ⇒ x = ⇒ x = =
−۵± ۲۵ + ۹۶− −−−−−√

۸
−۵± ١۲١−−−√

۸
−۵±١١

۸
−۵ + ١١

۸
۶
۸

۳
۴

۵x = ۵× = = ۳/۷۵۳
۴

١۵
۴

BD = ۲/۵DC = ۳/۵

AB > AC

xx

D = (۳, ۰)

C = (۵/۵, y)A = (x, y)

A + C = B + D ⇒ (x, y) + (۵/۵, y) = (۳, ۵) + (۳, ۰) = (x + ۵/۵, ۲y) = (۶/۵)

{ ⇒ A(۰/۵, ۲/۵)
x + ۵/۵ = ۶ ⇒ x = ۰/۵

۲y = ۵ ⇒ y = ۲/۵

OA = = = = =۰/ + ۲/۵۲ ۵۲
− −−−−−−−−−

√ +( )
١
۲

۲

( )
۵
۲

۲
− −−−−−−−−−−−

⎷
 +

١
۴

۲۵
۴

− −−−−−

√
۲۶
۴

−−−

√ ۶/۵
− −−

√
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم R‏ شعاع دایره بزرگتر و  شعاع دایره‌ی کوچکتر باشد. چون دو دایره مماس47
درونی‌اند پس  یعنی:

از طرف دیگر:
 مساحت بین دو دایره

بنابراین:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. اگر ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین بر دایره به شعاع R‏ محیط باشد ‌آنگاه قطر دایره‌ی محاطی48
واسطه هندسی بین دو قاعده است. پس:

از طرف دیگر:

R '

OO ' = R − R '

R − R ' = ۳/۵

= ۲١π ⇒ − = ۲١π ⇒ − = ۲١πR۲ πR '۲ R۲ R '۲

⇒ (R − R ')(R + R ') = ۲١ ۳/۵(R + R ') = ۲١− →−−−−
R−R '=۳/۵

⇒ R + R ' = = = ۶
۲١
۳/۵

۲١
۷
۲

{ ۲R ' = ۶ − ۳/۵ ⇒ ۲R ' = ۲/۵ ⇒ R ' = = ١/۲۵R − R ' = ۳/۵
R + R ' = ۶

− →−−−
کم می کنیم ۲/۵

۲

۴ = AB × DC (١)R۲

مساحت دایره = ١۵π ⇒ = ١۵π ⇒ = ١۵ (۲)πR۲ R۲

(۲), (١) از ⇒ ۴×١۵ = a×۶ ⇒ a = ١۰
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. می‌دانیم کمانهای محصور بین دو وتر موازی مساویند پس:49

با فرض  و  می‌نویسیم.

از طرف دیگر:

بنابراین:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم R‏ شعاع دایره‌ی بزرگ‌تر باشد. چون B‏A‏ محور تقارن این شکل است پس50
.

. در ضمن قطر B‏A‏ عمودمنصف 'N‏N‏ است پس 
حال با استفاده از قضیه‌ی رابطه‌ی طولی در دایره می‌نویسیم.

در شکل B‏M‏ قطر دایره‌ی کوچک‌تر است از طرف دیگر B‏M‏ مساوی  است. پس:

AB || EF ⇒ = = ١۵°BF
⌢

AE
⌢

− →−−−
=١۵°AE

⌢

BF
⌢

= xAB
⌢

= yCD
⌢

+ + + + + = ۳۶۰°AB
⌢

BF
⌢

FD
⌢

CD
⌢

EC
⌢

AE
⌢

⇒ x + ١۵° + ١۰۰° + y + ۸۰° + ١۵° = ۳۶۰°

⇒ x + y = ١۵۰° (١)

= ⇒ ۲۰° = ⇒ x − y = ۲۵° (۲)M̂
−EAB

⌢

CD
⌢

۲
١۵° + x − y

۲

۲, ١ از ⇒ { ۲y = ١۲۵° ⇒ y = ۶۲/۵°
x + y = ١۵۰°

x − y = ۲۵°
− →−−−
کم می کنیم

A D = ⇒ A D = = = ۷۸/۷۵B̂
AD
⌢

۲
B̂

۶۲/۵° + ۸۰° + ١۵°

۲
١۵۷/۵°

۲

DN = N 'C = ١۰

ON = ON '

ON × ON ' = OB ×OM − →−−−−−−−−
ON=ON '=R−١۰

= R(R − ١۶) ⇒ + ١۰۰ − ۲۰R = − ١۶R(R − ١۰)۲ R۲ R۲

⇒ ۴R = ١۰۰ ⇒ R = ۲۵

۲R − ١۶

MB = ۲R − ١۶ ⇒ قطر دایره کوچک = ۵۰ − ١۶ = ۳۴ ⇒ شعاع دایره کوچک = ١۷
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. شعاع M‏O‏ را امتداد می‌دهیم در این صورت شعاع H‏O‏ بر C‏D‏ عمود است. چون51
 پس چهارضلعی H‏C‏N‏O‏ محاطی است در نتیجه:

بنابراین:

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. از مرکز O‏ به نقطه‌ی A‏ وصل می‌کنیم در این صورت  است.52

 

حال با استفاده از رابطه‌ی طولی در دایره‌ی کوچک‌تر می‌نویسیم:

از طرف دیگر  بنابراین:                        

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از رابطه‌ی طولی در دایره می‌نویسیم:53

 

= = ۹۰°N̂ Ĥ

= ١۸۰° − ۴۵° = ۴۵°Ô۲ − →−−−−−−
+ =١۸۰°Ô١ Ô۲

Ô١

= OM × ON Sin ۴۵° = (۳)(۳)( ) =SOMN
١
۲

١
۲

۲√

۲
۹ ۲√

۴

= ۹۰°Â

O C : = ۳۰° ⇒ OA = OC OC = ١۲A
△

Ĉ
١
۲

− →−
OA=۶

O C : = ۶۰° ⇒ AC = OC = (١۲) = ۶A
△

Ô١
۳√

۲

۳√

۲
۳√

= CB ×CO ⇒ = CB ×١۲ ⇒ ١۰۸ = ١۲BC ⇒ BC = ۹CA۲ (۶ )۳√
۲

CD = CO − OD = ١۲ − ۶ = ۶BD = BC − CD = ۹ − ۶ = ۳

= CB ×CD ⇒ = CB (CB + BD )CA۲ CA۲ − →−−−
DB=BC

= CB (CB + CB ) ⇒ = ۲ ⇒ CA = CBCA۲ CA۲ CB۲ ۲√

⇒ =AC
BC

۲√
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم اندازه‌ی کمان‌های  و  و  و  به‌ترتیب برابر m‏ و n‏ و t‏ و f‏ باشند54
داریم:

 

بنابراین:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. در صورتی دو دایره فقط یک مماس مشترک دارند که مماس داخلی باشند. پس باید55
 باشد.

 

حالت اول:                        
حالت دوم:                        

پس میانگین مقادیر ممکن برای a‏ برابر است با:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. از O‏ به N‏ وصل می‌کنیم در این صورت N‏O‏ برابر شعاع دایره است. در ضمن در چهارضلعی56
N‏B‏M‏O‏ دو زاویه‌ی  و  قائمه هستند پس این چهارضلعی محاطی است. بنابراین  پس 

پس مثلث N‏M‏O‏ متساوی‌الاضلاع است. از طرف دیگر دو زاویه‌ی B‏ و C‏ در این ذوزنقه مکملند و C‏O‏ نیمساز زاویه‌ی 
است پس  پس  داریم.

بنابراین:

PM
⌢

MN
⌢

NQ
⌢

PQ
⌢

۶۰° = ⇒ m + n + t − f
m+n+t−f

۲

= ١۲۰ (١)

= ١١۵° ⇒ = ١۸۰ − ١١۵ = ۶۵°Ĉ Ĉ ١

⇒ = ۶۵ ⇒ m + t = ١۳۰ (۲)m+t

۲

۲, ١ از ⇒ n − f = −١۰

= = = = ۷۰°Â
m + f + t − n

۲
(m + t) + (f − n)

۲
١۳۰° + ١۰°

۲

OO ' = |R − R '|

OO ' = |R − R '| ⇒ ۶ = − ۲ − ۶a + ١∣∣a
۲ ∣∣

⇒ ۶ = − ۶a − ١∣∣a
۲ ∣∣

− ۶a − ١ = ۶ ⇒ − ۶a − ۷ = ۰ ⇒ = ۶a۲ a۲ S١

− ۶a − ١ = −۶ ⇒ − ۶a + ۵ = ۰ ⇒ = ۶a۲ a۲ S۲

= ۶
+S١ S۲

۲

M̂N̂+ = ١۸۰°Ô١ B̂= ۶۰°Ô١

Ĉ

= ۳۰°Ĉ ١= ۶۰°Ô۲

O C : = ۳۰° ⇒ ON = OC OC = ۶N
△

Ĉ ١
١
۲

− →−
ON=۳

= + = + ON + OC Sin ۶۰° = + (۶)( )SOMNC SOMN SONC
۳√

۴
(۳)۲

١
۲

۹ ۳√

۴
١
۲

۳√

۲

= + =
۹ ۳√

۴
۹ ۳√

۲
۲۷ ۳√

۴
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.57
با استفاده از رابطه‌ی طولی در دایره می‌نویسیم:

از طرف دیگر بنابر فرض سؤال  پس:                        
پس بنابر تساوی ۱‏ نتیجه می‌گیریم:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از مرکز O‏ به نقاط D‏ و E‏ وصل می‌کنیم. در این صورت مثلث D‏E‏O‏ مثلث متساوی‌الاضلاع به58
. داریم: ضلع ۳‏ است. پس 

 

بنابراین:

= BC × DC (١)AC۲

=
AC

BC
۳√AC = BC۳√

۳ = BC ×DC ⇒ ۳BC = DC ⇒ = ۳ = ۲BC۲ DC

BC
− →−−
صورت

تفضیل از DB

BC

= ۶۰°ED
⌢

= ۷۰° ⇒ = ۷۰° ⇒ = ۷۰° ⇒ = ۸۰°Ĉ
+BE

⌢

ED
⌢

۲
+ ۶۰°BE

⌢

۲
BE
⌢

+ + = ١۸۰° ۸۰° + + = ١۸۰ ⇒ + = ١۰۰°BE
⌢

ED
⌢

DC
⌢

− →−−−
=۸۰°BE

⌢

ED
⌢

DC
⌢

ED
⌢

DC
⌢

⇒ = ١۰۰°EDC
⌢
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است. پس59 گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. شعاع دایره‌های محیطی دو مثلث قائم‌الزاویه‌ی N‏M‏O‏ و P‏M‏O‏ مساوی 

با استفاده از قضیه‌ی سینوس‌ها داریم.

 

از طرف دیگر در مثلث قائم‌الزاویه P‏M‏O‏ می‌نویسیم:                        

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.60
مطابق شکل شش‌ضلعی S‏R‏Q‏P‏N‏M‏ که درون مثلث C‏B‏A‏ محاط شده است، بر دایرهٔ محاطی داخلی این مثلث، محیط
است. بنابراین کافی است شعاع دایرهٔ محاطی داخلی مثلث C‏B‏A‏ را محاسبه کرده و سپس طول هر ضلع شش‌ضلعی

منتظم محیطی این دایره را به دست ‌آوریم.

توجه کنید شش‌ضلعی منتظم در مثلث C‏B‏A‏ محاط شده است پس مثلث C‏B‏A‏ متساوی‌الاضلاع باید باشد که خلاف
فرض سؤال است و اگر منتظم در نظر گرفته نشود هر ضلع ‌آن هر اندازه‌ای می‌تواند داشته باشد.

= R
OM

۲

O N : = ۲RM
△

MN

Sin ۲α

O P : = ۲RM
△

MP
Sin α

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

⇒ = ⇒ =MN

Sin ۲α
MP

Sin α

MN
MP

Sin ۲α
Sin α

⇒ = ⇒ = ۲Cosα (١)
MN

MP

۲SinαCosα

Sinα

MN

MP

Cosα = (۲)
OP

OM

(۲) (١)و از ⇒ =
MN

MP

۲OP

OM

p = = ۲١
١۳ + ١۴ + ١۵

۲
S = = = ۸۴p(p − a)(p − b)(p − c)

− −−−−−−−−−−−−−−−−
√ ۲١×۸×۷×۶

− −−−−−−−−
√

r = = = ۴S

p

۸۴
۲١

MN = ۲r tan = ۲×۴× =
١۸۰°

۶
۳√

۳
۸ ۳√

۳
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. فرض کنید مثلث 'C‏'B‏'A‏ تصویر مثلث C‏B‏A‏ تحت انتقال با بردار  باشد. بنابر فرض61

سوال مساحت مثلث Q‏P‏'A‏ مساوی  مساحت مثلث C‏B‏A‏ است داریم.

پس اندازه بردار  برابر ۳‏ است.

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. از B‏ به C‏ وصل کرده با استفاده از قضیه‌ی کسینوس‌ها می‌نویسیم.62

 

این معادله را با فرمول 'b‏ حل می‌کنیم.

. مسلماً  قابل قبول نیست پس  بنابراین 

=AA '
−→−

AT
−→−

١
١۶

A ' Q~ A C ⇒ = =P
△

B
△ SA 'PQ

SABC

( )A 'M
AM

۲

− →−−−−

=
SA 'PQ

SABC

١

١۶ A 'M
AM

١
۴

− →−−−−−
تفضیل از صورت

= = ⇒ AA ' = ۳AA '
AM

۳
۴

− →−−−−−−−
AM= = =۴BC

۲

۸

۲ AA '
۴

۳
۴

AT
−→−

A C : = + − ۲AB × AC Cos ۶۰°B
△

BC۲ AB۲ AC۲

⇒ = ۲۵ + ۴۹ − ۲(۵)(۷)( ) = ۳۹BC۲ ١
۲

B C : = + − ۲BD × DC Cos ١۲۰°D
△

BC۲ BD۲ DC۲

⇒ ۳۹ = ١۶ + − ۲(۴)(x)(− ) ⇒ ۳۹ = ١۶ + + ۴xx۲
١
۲

x۲

⇒ + ۴x − ۲۳ = ۰x۲

x = = = −۲±
−b '± − acb '۲

− −−−−−
√

a

−۲± ۴ + ۲۳− −−−−√

١
۲۷
−−

√

x = −۲ − ۲۷
−−

√x = −۲ + ۲۷
−−

√x + ۲ = ۲۷
−−

√
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. دو زاویه‌ی محاطی  و D‏ روبه‌رو به یک کمان هستند پس مساویند.63

مثلث N‏B‏A‏ متساوی‌الساقین است  

. در از طرف دیگر دو وتر M‏A‏ و C‏D‏ موازیند پس دو کمان  و  که بین ‌آن‌‌ها هستند مساویند پس 
ضمن  پس  یعنی مثلث C‏M‏B‏ متساوی‌الساقین است. در ضمن چون  و N‏A‏ مورب، پس

 و  پس  یعنی مثلث D‏P‏A‏ متساوی‌الساقین است و چون  و C‏D‏ مورب، پس
 و  پس  یعنی مثلث C‏N‏P‏ نیز متساوی‌الساقین است. بنابراین چهار مثلث N‏B‏A‏ و C‏M‏B‏ و

D‏P‏A‏ و C‏N‏P‏ متساوی‌الساقین هستند.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.64

با توجه به شکل و موقعیت نقاط A‏ , B‏ , M‏ , N‏ این سؤال همان مسئله جاده‌ی ساحلی است که می‌خواهیم از A‏ به B‏
برویم به طوری که  قسمتی از مسیر در ساحل رودخانه باشد.

ها به طرف A‏ منتقل می‌کنیم تا به 'B‏ برسیم و برای تعیین مسیر مینیمم ابتدا B‏ را به اندازه‌ی ۵‏ واحد در راستای محور 
ها در M‏ قطع شود ‌آن‌‌گاه مسیر ها نقطه‌ی 'A‏ می‌نامیم. از 'A‏ به 'B‏ وصل می‌کنیم تا محور  بازتاب A‏ را نسبت به محور 

B‏N‏M‏A‏ مسیر مینیمم است و طول ‌آن برابر  است.

 مسیر مینیمم

N

= = ⇒D̂ N̂ −→−
=D̂ B̂

B̂ N̂

AD
⌢

MC
⌢

AD = MC

AD = BCBC = MCAD || BN

=Â ١ N̂=N̂ D̂=Â ١ D̂AD || BN

=D̂ Ĉ ١=D̂ N̂=Ĉ ١ N̂

MN = ۵

x

xx

A 'B ' + BB '

⇒ A 'B ' = = = = ١۵A '(١, −۳)

B '(١۰, ۹)
+(١۰ − ١) ۲ (۹ + ۳)۲

− −−−−−−−−−−−−−−−
√ ۸١ + ١۴۴

− −−−−−−
√ ۲۲۵

−−−
√

= A 'B ' + BB ' = ١۵ + ۵ = ۲۰
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.65
. از مرکز O‏ به نقطه‌ی M‏ وصل می‌کنیم در این صورت زاویه‌ی M‏ زاویه‌ی محاطی روبه‌رو به قطر D‏O‏ است پس 

. بنابراین M‏O‏ بر وتر D‏C‏ عمود است پس M‏O‏ وتر D‏C‏ نصف می‌کند یعنی 
حال با استفاده از رابطه‌ی طولی در دایره می‌نویسیم.

 

در ضمن با وصل کردن نقطه‌ی B‏ به D‏ نتیجه می‌گیریم زاویه‌ی محاطی B‏ که روبه‌رو به قطر دایره‌ی بزرگ‌تر است قائمه
است و شعاع M‏'O‏ بر وتر B‏A‏ عمود است پس:

بنابراین:                        

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیه‌ی استوارت داریم.66

 

= ۹۰°M̂

CM = MD

MA ×MB = MC ×MD ⇒ MA ×MB = (١)MD۲

O 'M || BD ⇒ = ⇒ = = ۳ ⇒ MA = ۳MB (۲)
MA

MB

O 'A
O 'D

MA

MB

۳R
R

۲, ١ از ⇒ ۳MB ×MB = ⇒ MB = MDMD۲ ۳√

= = =
MC

MB

MD

MB

MB۳√

MB
۳√

×DC + ×BD = ×BC + BD × DC × BCAB۲ AC۲ AD۲

⇒ ۴۹×۶ + ۶۴×۳ = ×۹ + ۳×۶×۹ ۴۹×۲ + ۶۴AD۲ →
÷۳

= ×۳ + ۶×۹ ⇒ ١۶۲ = ۳ + ۵۴ ⇒ = ۳۶ ⇒ AD = ۶AD۲ AD۲ AD۲
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. در ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین محیطی حاصل‌ضرب دو قاعده مساوی مربع قطر دایره‌ی67
محاطی است. اگر R‏ شعاع دایره محاطی باشد ‌آنگاه داریم:

 

حال از مرکز O‏ به رأس D‏ وصل می‌کنیم تا دایره را در نقطه‌های M‏ و N‏ قطع کند. در این صورت طول پاره‌خط M‏D‏
. نزدیک‌ترین و طول پاره‌خط N‏D‏ دورترین فاصلهی نقاط دایره تا رأس D‏ هستند. مسلماً 

برای به دست ‌آوردن O‏D‏ در مثلث قائم‌الزاویه H‏D‏O‏ می‌نویسیم:

بنابراین:                         فاصله‌ی دورترین نقاطه دایره تا D‏

. با رسم68 گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ محاطی است پس زاویه‌های مقابل ‌آن مکمل‌اند پس 
قطر D‏B‏ و استفاده از قضیه‌ی کسینوس‌ها می‌نویسیم:

 

جواب‌های این معادله را از دستور  به دست می‌آوریم:

بنابراین  مساوی  است.

AB ×DC = ۴ ⇒ ×۸ = ۴R۲ ۹
۲

R۲

⇒ = ۹ ⇒ R = ۳R۲

DN = DO + R

= + = + = ۲۵ ⇒ OD = ۵OD۲ OH۲ DH۲ ۳۲ ۴۲

= OD + R = ۵ + ۳ = ۸

= ١۲۰Â

B C : = + − ۲BC × DC Cos ۶۰°D
△

BD۲ BC۲ DC۲

⇒ = ۴۹ + ۸١ − ۲(۷)(۹)( ) = ۶۷ ⇒ BD =BD۲ ١
۲

۶۷−−√

A D : = + − ۲AB × AD Cos ١۲۰°B
△

BD۲ AB۲ AD۲

⇒ ۶۷ = ١۶ + − ۲(۴)(x)(− )x۲
١
۲

۶۷ = ١۶ + + ۴x ⇒ + ۴x − ۵١ = ۰x۲ x۲

b '

x = = ⇒ x = −۲ +
−b '± − acb '۲

− −−−−−
√

a

−۲± ۴ + ۵١− −−−−√

١
۵۵
−−

√

x + ۲۵۵
−−

√
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. بنابر رابطه‌ی طولی تساوی  برقرار است و بنابر قضیه‌ی استوارت در مثلث69
C‏D‏A‏ می‌نویسیم:

 

راه حل دوم: دو زاویه‌ی ظلی  و زاویه محاطی D‏ برابرند زیرا:

 

ها است. پس طول مینیمم خط شکسته B‏N‏M‏A‏70 گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. با توجه به شکل پاره‌خط N‏M‏ موازی محور 
همان مسئله رودخانه است که می‌خواهیم پلی در مسیر ‌آن حداث کنیم )شکل را ببینید(

ها به اندازه‌ی ۴‏ واحد )طول N‏M‏( انتقال دهیم تا به 'B‏ برسیم و از 'B‏ به در این صورت باید نقطه‌ی B‏ را در راستای محور 
A‏ وصل کرده تا M‏ به دست ‌آید. سپس عمود N‏M‏ مسیر مینیمم B‏N‏M‏A‏ را ایجاد می‌کند. طول این مسیر برابر

 یعنی  است.

 

پس طول مسیر مینیمم مساوی  است.

= CB × CDCA۲

×BD + ×BC = ×DC + BD × BC × DCAC۲ AD۲ AB۲

CB × ×BD + × BC− →−−−−−−−
AB=AC

=CB × CDAC۲

CD AD۲

= CB × CD ×DC + BD × ×DC ⇒ × BCBC AD۲

= CB × CD ×CD ⇒ = ⇒ AD = CDAD۲ CD۲

A١

⇒
ظلی =Â ١

AB
⌢

۲

محاطی =D̂ AB
⌢

۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

=Â ١ D̂

=Ĉ Ĉ

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

A C~A C ⇒ = AD = DC−→
(ز ز)

B
△

D
△ AB

AD

AC

DC
− →−−−
AB=AC

y

y

AB ' + MNAB ' + ۴

AB ' = =+(۹ − ١)۲ (١۰ + ۵) ۲
− −−−−−−−−−−−−−−−

√ ۶۴ + ۲۲۵− −−−−−−√

= = ١۷۲۸۹−−−√

١۷ + ۴ = ۲١
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. توجه کنید که شعاع دایره‌ی بزرگ‌تر قطر دایره‌ی کوچک‌تر است پس اگر M‏O‏ را رسم کنیم71
. حال بنابر رابطه‌ی طولی در دایره ‌آن‌گاه زاویه‌ی M‏ قائمه است. پس عمود M‏O‏ وتر D‏C‏ را نصف می‌کند یعنی 

می‌نویسیم:

 

در ضمن طول کمان C‏A‏ ازرابطه‌ی زیر به دست می‌آید.

. بنابراین  پس 

در نتیجه:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیه‌ی استوارت می‌نویسیم:72

 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. با توجه به شکل رسم شده، وتر مشترک‌های F‏E‏ و D‏C‏ بر خطالمرکزین B‏A‏ عمود هستند و73
 بنابراین چهارضلعی D‏F‏E‏C‏ مستطیل است.

CM = CD

MA ×MB = MC ×MD MA ×MB = (١)− →−−−
MC=MD

MD۲

AC طول کمان = (۲πR) ⇒ = ۲π×۴ ⇒ α = ۶۰ ⇒ = ۶۰°
α

۳۶۰
۴π
۳

α

۳۶۰
AC
⌢

= ۳۰°D̂ ١= ۶۰°Ô١

O D : = ۶۰° ⇒ MD = OD = ×۴ = ۲M
△

Ô١
۳√

۲
۳√

۲
۳√

١ از ⇒ MA ×MB = = = ١۲MD۲ (۲ )۳√
۲

×CD + ×BC = ×BD + BC × CD × BDAB۲ AD۲ AC۲

⇒ ۸١×۸ + ۴ = ۴۹×١۲ + ۴×۸×١۲AD۲ →
÷۴

١۶۲ + = ١۴۷ + ۹۶ ⇒ = ۸١ ⇒ AD = ۹AD۲ AD۲

CD = EF
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. از مرکز O‏ مرکز دایره‌ی محاطی به رأس A‏ وصل می‌کنیم تا دایره را در M‏ قطع کند ‌آن‌گاه74
طول پاره‌خط M‏A‏ نزدیک‌ترین نقاط دایره تا رأس قاعده‌ی کوچک ذوزنقه است.

. اگر R‏ شعاع دایره محاطی باشد ‌آن‌گاه  پس  در نتیجه  پس 
حال در مثلث قائم‌الزایه‌ی H‏A‏O‏ می‌توان نوشت:

 

بنابراین:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.75
 مماس مشترک خارجی

اگر مماس مشترک داخلی دو دایره، مماس مشترک خارجی را در M‏ قطع کند، ‌آن‌گاه  نیمساز  و M‏O‏ نیز
نیمساز  است، پس  است. اگر دایره‌ای به قطر  رسم شود از M‏ همان نقطهٔ مطلوب است. از

طرفی:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. اگر کمان  برابر  باشد، ‌آن‌گاه:76

                        

زاویهٔ F‏D‏E‏ محاطی است و برابر با نصف کمان مقابلش است. پس:                         محاطی

۴ = AB × DCR۲۴ = ۹×١۶R۲= ۳۶R۲R = ۶

} ⇒ = +
AH = =AB

۲
۹
۲

OH = R = ۶
OA۲ OH۲ AH۲

⇒ = ۳۶ + = ⇒ OA =OA۲ ۸١
۴

۲۲۵
۴

١۵
۲

AM = OA − OM = − ۶ =
١۵
۲

۳
۲

TT ' = = = ١۲OO −'۲ (R − R ')۲
− −−−−−−−−−−−−−

√ −١۳۲ (۹ − ۴)۲
− −−−−−−−−−−

√

O 'MT ' AM̂

T AM̂O ' O = ۹۰°M̂OO '

MA = MT ' = MT = = ۶TT '
۲

CD
⌢

θ

CD = ۲RSin θ

۲

⇒ R = ۲RSin θ

۲

⇒ Sin = ⇒ = ۳۰° ⇒ θ = ۶۰°θ

۲
١
۲

θ

۲

= ⇒ ۸۰° = ⇒ z + y − x = ١۰۰° (١)Â
(θ + z + y) − x

۲
۶۰° + z + y − x

۲

= ⇒ ۵۰° = ⇒ x + y − z = ۴۰° (۲)B̂
(θ + x + y) − z

۲
۶۰° + x + y − z

۲
(١) + (۲) ⇒ ۲y = ١۴۰° ⇒ y = ۷۰°

E F = = ۳۵°D̂
y

۲
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است.77

                         

به صورت مشابه  و چون مجموع دو زاویهٔ مقابل در چهارضلعی Q‏P‏N‏M‏ برابر  است، پس این چهارضلعی
محاطی است.

از طرفی مثلث‌های N‏B‏A‏ و C‏Q‏D‏ متساوی‌الساقین و دو مثلث D‏M‏A‏ و C‏P‏B‏ هم‌نهشت هستند، پس:
 و 

، یعنی در چهارضلعی Q‏P‏N‏M‏ مجموع دو ضلع مقابل، برابر با مجموع دو ضلع دیگر است، در نتیجه 
پس این چهارضلعی محیطی است. در نتیجه چهارضلعی هم محاطی و هم محیطی است.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.78

از طرفی طبق قضیهٔ نیمسازهای زوایای داخلی در مثلث C‏B‏A‏ داریم:

+ = ١۸۰°Â D̂

⇒ + = ۹۰°Â ١ D̂ ١

⇒ = ۹۰°M̂

= ۹۰°P̂١۸۰°

MN = NPMQ = QP

MQ + NP = QP + MN

A C : = + = + = ۲۵ ⇒ BC = ۵B
△

BC۲ AB۲ AC۲ ۳۲ ۴۲

= BH ×BC ⇒ ۹ = BH ×۵ ⇒ BH =AB۲ ۹
۵

= = = ⇒ = ⇒ BD =
BD

DC

AB

AC

۳
۴

− →−−−−−−−−
ترکیب نسبت در مخرج BD

BD + DC

۳
۴ + ۳

BD

۵
۳
۷

١۵
۷

DH = BD − BH = − = =
١۵
۷

۹
۵

۷۵ − ۶۳
۳۵

١۲
۳۵
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. مثلث C‏B‏A‏ متساوی‌الساقین است، بنابراین ارتفاع AH‏، میانهٔ نظیر ضلع C‏B‏ نیز هست و79
داریم:

اگر پای ارتفاع وارد از نقطهٔ C‏ بر پاره‌خط D‏B‏ را K‏ بنامیم، ‌آنگاه داریم:

دقت کنید که  و H‏A‏ فاصلهٔ دو خط موازی D‏A‏ و C‏B‏ هستند و برابر یکدیگرند.
روش دوم:

دو مثلث C‏B‏A‏ و D‏C‏B‏ در قاعدهٔ C‏B‏ مشترک و ارتفاع برابر دارند، پس مساحت ‌آنها برابر است. طبق قضیهٔ هرون داریم:

، اگر H‏C‏ بر D‏B‏ عمود باشد، داریم: پس 

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. بازتاب نقطه‌ی A‏ را نسبت به C‏D‏ نقطه‌ی 'A‏ می‌نامیم، از 'A‏ به B‏ وصل می‌کنیم تا C‏D‏ را در80
نقطه‌ی M‏ قطع کند. در این صورت B‏M‏A‏ کوتاه‌ترین مسیر است یعنی مقدار  کم‌ترین است و چون بازتاب

ایزومتری است  برابر B‏'A‏ است. مطابق شکل در مثلث قائم‌الزاویه‌ی B‏H‏'A‏ می‌توان طول B‏'A‏ را به دست ‌آورد.

A B : = − = − = ۲۲۵ ⇒ AH = ١۵H
△

AH۲ AB۲ BH۲ ١۷۲ ۸۲

⇒ CK ×BD = DH '× BC
= CK × BDS

B DC
△

١
۲

= DH '× BCS
B DC
△

١
۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

⇒ CK ×۲۵ = ١۵×١۶ ⇒ CK = = ۹/۶
۲۴۰
۲۵

DH '

P = = ۲۵١۷ + ١۷ + ١۶
۲

=SABC ۲۵(۲۵ − ١۷)(۲۵ − ١۷)(۲۵ − ١۶)
− −−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

√

= = ۵×۸×۳ = ١۲۰۲۵×۸×۸×۹
− −−−−−−−−

√

= ١۲۰SBCD

= BD ×CH ⇒ ١۲۰ = ×۲۵×CH ⇒ CH = = ۹/۶SBCD
١
۲

١
۲

۲۴۰
۲۵

MA + MB

MA + MB

A ' B : = + = + = ١۰۰ ⇒ A 'B = ١۰H
△

A 'B۲ A 'H۲ BH۲ ۸۲ ۶۲
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. قطر C‏A‏ را رسم می‌کنیم در مثلث قائم‌الزاویه‌ی C‏D‏A‏ می‌نویسیم:81

حال با استفاده از قضیه‌ی کسینوس‌ها در مثلث C‏B‏A‏ می‌توان نوشت.

. بنابراین  در نتیجه 

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. مربع دلخواه F‏E‏N‏M‏ به طوری‌که N‏M‏ موازی با C‏B‏ باشد را مطابق شکل ترسیم می‌کنیم. از A‏82
به E‏ و F‏ وصل کرده امتداد می‌دهیم تا ضلع C‏B‏ را در 'E‏ و 'F‏ قطع کند. در نقاط 'E‏ و 'F‏ عمودهایی بر C‏B‏ رسم کرده تا

اضلاع C‏A‏ و B‏A‏ را در نقاط 'N‏ و 'M‏ قطع کند در این صورت 'F‏'E‏'N‏'M‏ مجانس مربع F‏E‏N‏M‏ به مرکز A‏ است پس 'F‏'E‏'N‏'M‏
مربع مطلوب است.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر فرض سؤال شکل مقابل را خواهیم داشت به طوریکه O‏ مرکز دایره محاطی داخلی و 'O‏83
مرکز دایره‌ی محاطی خارجی نظیر ضلع C‏B‏ است. طول 'H‏H‏ که تصویر قائم 'OO‏ روی ضلع C‏B‏ است را باید به دست

‌آوریم. می‌دانیم که P‏ نصف محیط مثلث C‏B‏A‏ برابر ۰‏۱‏ است. پس:

در ضمن  پس  بنابراین:

= + = + = ١۶۹ ⇒ AC = ١۳AC۲ AD۲ DC۲ ۵۲ ١۲۲

= + − ۲AB × BC CosαAC۲ AB۲ BC۲

⇒ = + − ۲(۷)(۸) Cosα ⇒ Cosα = −١۳۲ ۷۲ ۸۲
١
۲

α = ١۲۰°Sin ١۲۰ =
۳√

۲

BH = P − AC = ١۰ − ۷ = ۳

AM = P = ١۰ ⇒ CM = P − AC = ۳

CM = CH 'CH ' = ۳

HH ' = BC − BH − CH ' ⇒ HH ' = ۸ − ۳ − ۳ = ۲
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ها نقطه‌ی 'A‏ می‌نامیم و بازتاب نقطه‌ی B‏ را نسبت به84 گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بازتاب نقطه‌ی A‏ را نسبت به محور 
ها نقطه‌ی 'B‏ می‌نامیم از 'A‏ به 'B‏ وصل می‌کنیم تا محورهای مختصات را در M‏ و N‏ قطع کند در این صورت مسیر محور 
B‏N‏M‏A‏ مینیمم است. چون بازتاب تبدیل ایزومتری است پس  و در مثلث قائم‌الزاویه‌ی 'B‏H‏'A‏ طول پاره‌خط

H‏'A‏ برابر  و طول پاره‌خط H‏'B‏ برابر  است. بنابراین:

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیه‌ی کسینوس‌ها در مثلث N‏M‏A‏ زاویه‌ی A‏ را به دست می‌آوریم:85

                        

حال از قضیه‌ی کسینوس‌ها در مثلث C‏AB‏ استفاده می‌کنیم.

y

x

AM = A 'M

۹ + ۳ = ١۲١١ + ۵ = ١۶

A 'B ' = =+A 'H۲ B 'H۲
− −−−−−−−−−

√ +١۲۲ ١۶۲
− −−−−−−

√

= = = ۲۰١۴۴ + ۲۵۶
− −−−−−−−

√ ۴۰۰
−−−

√

= + − ۲AM. AN CosAMN۲ AM۲ AN۲

۴ = ١ + ۴ − ۲(١)(۲) CosA ⇒ CosA =
١
۴

= + − ۲AB. AC CosA ⇒ = ١۶ + ۳۶ − ۲(۴)(۶)( ) = ۴۰BC۲ AB۲ AC۲ BC۲ ١
۴

⇒ BC = ۲ ١۰
−−

√

35



گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.86
خط 'd‏ را به مرکز A‏ با زاویه‌ی  دوران می‌دهیم تا خط d‏ را در B‏ قطع کند سپس نقطه‌ی B‏ را به مرکز A‏ با زاویه‌ی 

دوران می‌دهیم تا به نقطه‌ی C‏ روی خط 'd‏ برسیم. در این صورت مثلث C‏B‏A‏ مثلث موردنظر است.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. دو n‏ ضلعی منتظم محاط و محیط بر دایره به شعاع R‏ متشابه‌اند و نسبت تشابه ‌آن‌‌ها87

مساوی  است پس:

پس مساحت شش‌ضعلی منتظم محیطی ۸‏ برابر  است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم ذوزنقه‌ی متساوی‌الساقین D‏C‏B‏A‏ محیطی است پس 88
. در ضمن اگر نقاط M‏ و N‏ وسط های دو ساق ذوزنقه باشد ‌آن‌گاه بنابر چون  در نتیجه 

. . پس نتیجه می‌گیریم  قضیه‌ی میان خط در ذوزنقه 

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. اگر از مرکز دایره به نقاط A‏ و B‏ وصل کنیم ‌آن‌‌گاه مثلث  متساوی‌الاضلاع است پس89
. در ضمن اندازه‌ی کمان B‏A‏ برابر  است. از طرف دیگر می‌دانیم کمان‌های بین دو وتر موازی مساویند پس 

زاویه‌ی x‏C‏D‏ ظلی است پس  در نتیجه:

پس:                        

۶۰°−۶۰°

Cos ۲
١۸۰
n

= Cos = = ⇒ = ⇒ S = ۸
مساحت شش ضلعی منتظم محاطی
مساحت شش ضلعی منتظم محیطی

۲ ١۸۰
۶

( )۳
√

۲

۲
۳
۴

۶ ۳√

S

۳
۴

۳√

۳√

AB + DC = AD + BC

AD = BCAB + DC = ۲BC

MN =
AB + DC

۲
MN = BC

OAB

۶۰°=AC
⌢

BD
⌢

= ۲βDC
⌢

+ + + = ۳۶۰° ⇒ ۲α + ۲α + ۲β + ۶۰° = ۳۶۰°AC
⌢

BD
⌢

DC
⌢

AB
⌢

۸α = ۳۰۰° ⇒ α =−→−
β=۲α ۳۰۰°

۸

= ۲α = ۲( ) = = ۷۵°BD
⌢ ۳۰۰°

۸
۳۰۰°

۴
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. بنابر فرض سؤال شکل مقابل را خواهیم داشت:90

بنابر قضیه‌ی نیم‌ساز می‌نویسیم:

در نتیجه:                        

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. تبدیل یافته‌ی نقطه‌ی دلخواه  تحت تجانسی به مرکز  و ضریب  به راحتی91

چنین است:

از این دو معادله، x‏ و y‏ را محاسبه کرده در معادله خط جای‌گذاری می‌کنیم:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.92

 

⇒ = PQ || BC
A B : نیمساز MP ⇒ =M

△
AP
BP

AM
BM

A C : نیمساز MQ ⇒ =M
△ AQ

QC
AM
MC

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪

AP

BP

AQ

QC
− →−−−−
عکس تالس

= α ⇒ OM = OP
PQ || BC

مورب PM
− →−−−−−
موازی و مورب

قضیه خطوط
P̂ ١

(x, y)(۲, ١)
۳
۲

⇒

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

x ' − ۲ = (x − ۲)
۳
۲

y ' − ١ = (y − ١)
۳
۲

x ' = x − ١۳
۲

y ' = y −
۳
۲

١
۲

y ' + + (x ' + ١) = ۶
x = (x ' + ١)

۲
۳

y = (y ' + )۲
۳

١
۲

− →−−
۲y+x=۶ ۴

۳

⎛

⎝
⎜ ١

۲

⎞

⎠
⎟ ۲

۳

⇒ y ' + x ' + = ۶ ⇒ ۴y ' + ۲x ' + ۴ = ١۸ ⇒ ۴y ' + ۲x ' = ١۴ ⇒ ۲y ' + x ' = ۷۴
۳

۲
۳

۴
۳

= = رو به روی یک کمان =Ê B̂ AC
⌢

۲

⇒ = = ⇒ A C~ A CÊ B̂ Ĉ D
△

E
△

{D C = E CÂ Â

=Ê Ĉ

⇒ =AD
AC

AC
AE

AD ×AE = AD ×AE =AC۲ − →−−−
AC=AB

AB۲
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گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. با نام‌گذاری‌های صورت مسئله داریم:93

                         ۱‏( محیط 
از این‌که مماس‌های خارجی یک دایره با هم برابرند استفاده کردیم و  و  قرار دادیم. در ‌آخر نیز

.
چون نقطه‌ی A‏ روی یک دایره بیرونی در حرکت است مقدار E‏A‏ همواره ثابت است. این مقدار ثابت بنا به قضیه‌ی

فیثاغورت برابر با  است. )قوت نقطه A‏ نسبت به دایره کوچک‌تر(

این یعنی محیط  ثابت است.

اگر D‏ را ثابت نگه داریم و A‏ را به طرف امتداد C‏B‏ حرکت دهیم، مساحت  به صفر نزدیک می‌شود. می‌توانیم حتی

A‏ را ثابت نگه داریم و D‏ را به طرف F‏ حرکت دهیم و مساحت  به صفر میل کند.
این یعنی مساحت نه نسبت به A‏ ثابت و نه D‏ ثابت، عددی یکتا نیست. هر طور بگیرید مساحت متغیر است.

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است.94

 

. در این مسئله  نکته: این نسبت در مثلثی به اضلاع  که c‏ ضلع بزرگ‌تر باشد برابر است با: 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از مرکز O‏ به رأس C‏ وصل می‌کنیم در این‌صورت C‏O‏ بر C‏A‏ عمود خواهد بود. در مثلث95
متساوی الساقین ارتفاع میانه است بنابراین  در مثلث قائم‌الزاویه C‏H‏A‏ نتیجه می‌گیریم.

بنابر روابط طولی در مثلث قائم‌الزاویه C‏O‏A‏ داریم:

: A CB
△

AB + BD + DC + AC = AB + BE + CF + AC = AE + AF = ۲AE

BD = BECD = CF

AF = AE

−R۲ r۲
− −−−−−

√

A CB
△

A CB
△

A CB
△

= ⇒ DC = ×١۵ =BD
DC

۷
١۳

١۳
۲۰

۳۹
۴

= = =DI
IA

DC
AC

۳۹

۴

١۳
۳
۴

a, b, c
c

a + b
=

١۵
۷ + ١۳

۳
۴

CH = ۳

= + = + = ۲۵ ⇒ AC = ۵AC۲ AH۲ HC۲ ۴۲ ۳۲

= AH ×OH ⇒ ۹ = ۴۰H ⇒ OH =CH۲ ۹
۴

O C : = + = ۹ + = ⇒ OC = = ۳/۷۵H
△

OC۲ CH۲ OH۲ ۸١
١۶

۲۲۵
١۶

١۵
۴
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. چهار ضلعی D‏C‏B‏A‏ محیطی است پس  بنابراین96
 چون B‏A‏ کوچک‌ترین ضلع است پس  مثبت است بنابراین C‏B‏ - C‏D‏ مثبت می‌باشد

. پس 
اگر قطر D‏B‏ را رسم کنیم خواهیم داشت:

از جمع روابط )۱‏( و )۲‏( نتیجه می‌گیریم:

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم دایره‌ی گذرا از دو رأس A‏ و B‏ در نقطه‌ی M‏ بر ضلع C‏D‏ مماس باشد. در این97
صورت اگر O‏ مرکز دایره باشد ‌آن‌گاه M‏O‏ بر C‏D‏ و امتداد ‌آن بر B‏A‏ عمود خواهد بود در مثلث قائم‌الزاویه N‏A‏O‏ قضیه‌ی

فیثاغورس را می‌نویسیم.

گزینه‌ی ۴‏ پاسخ صحیح است. اگر مثلث قائم‌الزاویه‌ی متساوی‌الساقین مثلث مطلوب باشد ‌آن‌گاه نقاط B‏ وC‏ دوران98
یک‌دیگر به مرکز A‏ و زاویه‌ی ۰‏۹‏ درجه هستند بنابراین دوران برای این رسم قابل استفاده است.

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است. اگر از نقطه‌ی M‏ به نقاط O‏ و A‏ وصل کنیم در این‌صورت زاویه‌یM‏ قائمه خواهد بود زیرا99
محاطی روبه‌رو به قطر می‌باشد چون M‏O‏ عمود بر وتر D‏A‏ است پس  داریم:

AB + DC = AD + BC

DC − BC = AD − ABAD − AB

DC > BC

A D : AB < AD ⇒ < (١)B
△

D̂ ١ B̂١

B D : BC < DC ⇒ < (۲)C
△

D̂ ۲ B̂۲

<D̂ B̂

= + ⇒ = + ⇒ = ۴ + ١۶ − ۸R +OA۲ AN۲ ON۲
R
۲ ۲۲ (۴ − R)۲ R

۲
R
۲

⇒ R = = ۲/۵
۲۰
۸

MA = MD

MB ×MC = MA ×MD MB ×MC =− →−−−
MA=MD

MA۲
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گزینه‌ی ۴‏ پاسخ صحیح است.100
از نقاط B‏ و C‏ به نقطه‌ی‌ تلاقی دوم دو دایره یعنی N‏ وصل می‌کنیم.

)۱‏( 

از طرفی در مثلث C‏N‏B‏ داریم:

)۲‏( مقدار ثابت 

)۱‏( و )۲‏( مقدار ثابت مقدار ثابت 

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. نیمساز زاویه داخلی و خارجی یک رأس مثلث بر هم عمودند پس مثلث  قائم‌الزاویه101
است.

گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. ارتفاع وارد بر وتر را h‏ و طول وتر را a‏ در نظر می‌گیریم داریم:102

در مثلث قائم‌الزاویه‌ای که ارتفاع وارد بر وتر  وتر باشد زوایای حاده‌ی ‌آن‌‌ها  یا  می‌باشند.

+ = + = + = ١۸۰ −N̂ ١ N̂ ۲
AB
⌢

۲
AC
⌢

۲
B̂١ Ĉ ١ M̂

+ = ١۸۰ − ( + )N̂ ١ N̂ ۲ B̂۲ Ĉ ۲

= ١۸۰ −( + ) = ١۸۰−
APN
⌢

۲
AP 'N
⌢

۲

⇒ =M̂⇒ ١۸۰ − = ١۸۰−M̂

ADD '

نیمساز داخلی AD ⇒ = = = ⇒ DC = ۳DC

DB

AC

AB

١
۳

− →−−
در مخرج

ترکیب DC

١۲
١
۴

نیمساز خارجی AD ' ⇒ = = = ⇒ D 'C = ۶D 'C
D 'B

AC

AB

١
۳

− →−−
در مخرج

تفضیل D 'C
١۲

١
۲

⇒ DD ' = DC + D 'C = ۹

A D ' : + = = = ۸١D
△

AD۲ AD '۲ DD '۲ ۹۲

S = ⇒ ah = ⇒ h = a
١
۸
a۲

١
۲

١
۸
a۲

١
۴

١
۴

١۵°۷۵°
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گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است. دو مثلث A‏B‏M‏ و C‏B‏D‏ متشابه‌اند. چون:103

گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. دو دایره‌ی  در حالتی که  باشد با هم104
متقاطع هستند. با توجه به این که رابطه‌ی  برقرار است، بنابراین دو دایره‌ی داده شده متقاطع

هستند.
. تذکر:  بنابراین 

گزینه‌ی ۴‏ پاسخ صحیح است. مساحت هر مثلث برابر است با نصف حاصل ضرب طول دو ضلع مجاور در سینوس زاویه‌ی105
بین ‌آن‌ها، بنابراین داریم:

، بنابراین:106 گزینه‌ی ۴‏ پاسخ صحیح است. از ‌آن‌جا که 

 و در نتیجه دو دایره متقاطع‌اند و دو خط مماس )خارجی( برای ‌آن‌ها وجود دارد.

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.107
فقط دو مماس مشترک )خارجی( وجود دارد

⇒ A M~ D C ⇒ =

= =Â Ĉ BD
⌢

۲

=
=B̂١

AE
⌢

۲

=B̂۲
CD
⌢

۲

⎫

⎭
⎬
⎪⎪

⎪⎪
− →−−−

=AE
⌢

CD
⌢

B̂١ B̂۲

⎫

⎭

⎬

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

⎪⎪⎪⎪⎪⎪

B
△

B
△ AM

CD

AB

BC

⇒ = ⇒ x = ۲/۲۵x

۳
۶
۸

C '(O '.R '),C(O,R)|R − R '| < OO ' < R + R '

− < ١ < +۵√ ۲√ ۵√ ۲√

= ۲/۲, = ١/۴۵√ ۲√− = ۰/۸۵√ ۲√

= =
SABC

SAB 'C '

(۳x)(۳y) Sinα
١
۲

x(۲y) Sinα
١
۲

۹
۲

− = d و + = d∣∣R١ R۲ ∣∣
۵
١۲

R١ R۲
١۳
١۲

= , = d
+ = dR١ ۲R۲

١١
۶

+ = ۴d۳R١ ۴R۲

⎫
⎭⎬ → R١

d

۳
R۲

۳
۴

− < d < +∣∣R١ R۲ ∣∣ R١ R۲

۳ − ۲ < < ۳ + ۲ √۵دو دایره متقاطع اند → →
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گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. در شکل، صورت مساله ازنقطه‌ی  پاره‌خط قاطع  و مماس  بر دایرهی کوچک رسم108
شده است بنابراین:                        

حال دایره‌ای را در نظر می‌گیریم که از نقاط ثابت  و  بگذرد و بر خط  در نقطه‌ی  مماس باشد. مطابق شکل‌های
داده شده، با این شرایط باز هم پاره‌خط  قاطع این دو دایره است، بنابراین  و در نتیجه با توجه به

. از ‌آن‌جا که  شعاع نیم‌دایره‌ی خط‌چین بود پس  نیز برابر با شعاع‌ همان دایره رابطه‌ی  داریم 
خواهد بود، یعنی  یکی از نقاط  یا  است.

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است.  نیمساز زاویه‌ی  در مثلث  است و در نتیجه ضلع  را به نسبت اضلاع109
زاویه‌ی  تقسیم می‌کند، یعنی داریم:

) )توجه کنید که 

گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است.                         110

                         بنابراین:  می‌باشد، در نتیجه: 

PPABPD

= PA. PB (١)PD۲

ABΔM

PAB= PA. PBPM۲

(١)PD = PMPDPM

MCC '

DNDADCAC

D

= = =
AN

NC

DA

DC
→

x

y + x

۳
۴

− →−−
مخرج

ترکیب در x

y + x + x

۳
۴ + ۳

= x =− →−−−−−
y+۲x=AC=۵ x

۵
۳
۷

→
١۵
۷

MN = y = AC − ۲x = ۵ − ۲( ) MN =
١۵
۷

→
۵
۷

AC = = = ۵+AD۲ DC۲
− −−−−−−−−

√ +۳۲ ۴۲
− −−−−−

√

۲(x + y + z) = ۳۰ x + y + z = ١۵
x + y = ۸
x + z = ۹
y + z = ١۳

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
→
⊕

→

z = ۷ و y = ۶ و x = ۲= =
x

y

۲
۶

١
۳
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. توجه کنید که زاویه‌ی بزرگ‌تر، مقابل به ضلع بزرگتر است. حال با توجه به این‌که نیمساز،111
ضلع مقابل را به نسبت اضلاع کناری خود تقسیم می‌کند، پس  و  می‌باشد و در نتیجه:

 

و از طرفی  می باشد، پس:                         

گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. اگر نیمساز زاویه‌ی  را رسم کنیم و قطعات ایجاد شده بر ضلع  به ترتیب  و 112
. از طرفی چون باشند، ‌آن‌گاه چون نیمساز، ضلع مقابل را به نسبت اضلاع تقسیم می‌کند، خواهیم داشت  و 

مثلث  متساوی‌الساقین است، پس  خواهد شد. هم‌چنین می‌دانیم اگر  نیمساز زاویه‌ی  در مثلث
 باشد، ‌آن‌گاه:

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. مثلث  در راس  قائمه است چون  قطر دایره است و زاویه‌ی محاطی روبه‌رو به113
قطر  است، حال در مثلث قائم‌الزاویه‌ ارتفاع وارد بر وتر، واسطه‌ی هندسی بین دو قطعه‌ی ایجاد شده بر وتر است،

بنابراین:

بنابراین قطعه‌ی کوچک‌تر یعنی  می‌باشد و در نتیجه  وبه همین ترتیب  و در
نتیجه:                        

BD = ۷xDC = ۸x

۷x + ۸x = ١۲ ⇒ x = = ⇒
١۲
١۵

۴
۵

⎧

⎩
⎨
⎪

⎪

BD = ۲۸
۵

DC = ۳۲
۵

BM = MC = ۶MD = BM − BD = ۶ − = = ۰/۴
۲۸
۵

۲
۵

ABCxy

x = ۷ky = ۹k

ADCAD = CDADA

ABC

= AC. AB − CD. DB = ۷×۹ − (۷k)(۹k) + = ۶۳AD۲ (۷k)→ ۲ → ۴۹k۲ ۶۳k۲

= ۶۳ = k = BC = x + y = ١۶k = ١۶( ) = ١۲→ ١١۲k۲ → k۲
۹
١۶

→
۳
۴

→
۳
۴

MBCMBC

۹۰°

= x(١۳ − x) ⇒ − ١۳x + ۳۶ = ۰ ⇒ (x − ۴)(x − ۹) = ۰ ⇒ {۶۲ x۲
x = ۴
x = ۹

BH = ۴AM = ۴ND = ۴

MN = ١۳ − (۴ + ۴) = ۵
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گزینه‌ی ۴‏ پاسخ صحیح است. دو مثلث  با دو زاویه‌ی برابر متشابه‌اند، بنابراین:114

از طرفی  مماس بر دایره و  قاطع است، بنابراین:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. مطابق شکل نیمساز داخلی یک زاویه، ضلع مقابل را به نسبت دو ضلع زاویه تقسیم می‌کند،115

بنابراین: 

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است. اگر شعاع دایره‌ها را r‏ و R‏ و زاویه‌ی بین مماس مشترک و خط المرکزین را  فرض کنیم،116

مطابق شکل خواهیم داشت:                        

. طبق قضیهی مماس و117 گزینه‌ی ۱‏ پاسخ صحیح است. شعاع دایره برابر ۶‏ واحد است، بنابراین 
قاطع داریم:

PDB و PAC

= = PA. PB = ۹×١۶PA

PD

PC

PB
→

PA

۹ + ۷
۹

PB
→

PMPAB

PA. PB = = ۹×١۶ PM = ۳×۴ = ١۲PM۲ → PM۲ →

= = = ⇒ DC = ۲BD
BD

DC

AB

AC

۲x

۴x

١
۲

= = = =

S
ABD
△

S
ABC
△

× BDAH١
۲

× BCAH١
۲

BD

BD + DC

BD

BD + ۲BD

١
۳

α

Sinα = = = ۴۵R − r

O١O۲
− →−−
α=۳۰° ١

۲
۳۰ − ۷/۵
O١O۲

→ O١O۲

BH = = ۴−۶۲ ۲۲
− −−−−−

√ ۲√

CT = = = ۲CB. CA− −−−−−√ ۴ ×١۰۲√ ۲√
− −−−−−−−−

√ ۲۰
−−

√
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گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. اضلاع زاویه‌ی D‏H‏A‏ بر اضلاع زاویه‌ی B‏C‏A‏ عمود است، بنابراین این دو زاویه برابرند.118

دقت کنید که  در مثلث  زاویه ی خارجی است. بنابراین برابر با مجموع دو زاویه‌ی داخلی غیرمجاور با خودش
می‌باشد.

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است.119

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است. دو مثلث  و  مساویند پس  و از طرفی  پس 120
بنابراین گزینه‌های ۱‏ و ۳‏ و۴‏ درست هستند و در نتیجه گزینه‌‌ی ۲‏ غلط می‌باشد.

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.121

از طرفی  پس  پس  از  داریم:

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است.122

از O‏ به M‏ و A‏ وصل می‌کنیم. مثلث  قائم‌الزاویه متساوی‌الساقین است. از طرفی قطر مربع با قطر دایره برابر است
پس  و  در نتیجه  پس 

A D = A B = + = + = = A HĤ Ĉ
AD
⌢

۲
BD
⌢

۲
B̂١ Â ١ D̂ ١ D̂

D١A BD
△

S = bc SinA → ١۶ = ×۸×۵× SinA → SinA = ⇒ CosA =
١
۲

١
۲

۴
۵

۳
۵

= + − ۲bc CosA → = ۶۴ + ۲۵ − ۲(۸)(۵)( ) = ۴١ → a =a۲ b۲ c۲ a۲
۳
۵

۴١
−−

√
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△

O DC
△

OE = ODA C = ١۲۰O
△

E D = ١۲۰O
△

⇒ = ⇒ = ۲
AB = AC ⇒ = ⇒ زاویه خارجی = ۲B̂ Ĉ Â B̂

زاویه ظلی = و زاویه محاطی =Â AB
⌢

۲
B̂ AD

⌢

۲

⎫

⎭
⎬
⎪

⎪
AB
⌢

۲
AD
⌢
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⌢

AD
⌢

١

= ۲۲۲DMB
⌢

= ۳۶۰ − ۲۲۲ = ١۳۸BAD
⌢

+ = ١۳۸AB
⌢

AD
⌢

١

۲ + = ١۳۸ ⇒ = ۴۶ ⇒ = = ۲۳ ⇒ = ۲۳AD
⌢

AD
⌢

AD
⌢

B̂
AD
⌢

۲
Ĉ

O HA
△

۲R = a = ۲۲√ ۲√R = ۲√OM = ۲√MH = OM − OH = − ١۲√

A M : = + ⇒ = + ١ = ۴ − ۲ ⇒ AM =H
△

AM۲ MH۲ AH۲ AM۲ ( − ١)۲√
۲

۲√ ۴ − ۲ ۲√
− −−−−−−

√
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گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.123

 

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. 124

گزینه‌ی ۲‏ پاسخ صحیح است. مطابق شکل یک نقطه از خط  مثل  را با بردار  انتقال می‌دهیم تا به نقطه‌ی 125
برسیم و از ‌آن‌جا خطی موازی رسم می‌کنیم تا خط  را درنقطه‌ی M‏ قطع کند. حال نقطه‌ی M‏ را با بردار A‏B‏ انتقال

می‌دهیم تا نقطه‌ی N‏ واقع برخط  حاصل می‌شود. اکنون پاره خط N‏M‏ همان پاره‌خطی است که دو سر ‌آن روی دو خط
متقاطع واقع است و موازی و مساوی  نیز می‌باشد )زیرا چهارضلعی متوازی الاضلاع است(. توجه

کنید که دوران ممکن است شیب خط و تجانس ممکن است طول پاره‌خط‌ها را تغییر دهد و به همین دلیل گزینه‌های ۳‏
و۴‏ از ابتدا به راحتی حذف می‌شوند.

⇒ متساوی الاضلاع ⇒ AB = RO B : OA = OB = R,A B = ۶۰°A
△

Ô

PM = ۳R ⇒ PN = ۳R − ۲R = R

PA ×PB = PN × PM

PA = x ⇒ x(x + R) = ⇒ + Rx − = ۰۳R۲
x۲ ۳R۲

⇒ x = ⇒ x =
−R± R۲+منفی غیرقابل قبول ١۲R۲

− −−−−−−
√

۲
− ١١۳−−√

۲

(AB = ۶, AC = ۸, BC = ۵)

= ⇒ = ⇒ = ⇒ DB =Â ١ Â ۲
DB
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AC

DB

۵ − DB

۶
۸

١۵
۷

= ⇒ = ⇒ = ⇒ D 'B = ١۵Â ۳ Â ۴
D 'B
D 'C
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AC

D 'B
۵ − D 'B

۶
۸

DD ' = D 'B + BD = ١۵ + =
١۵
۷

١۲۰
۷

d 'A 'ABB '

d 'd
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گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است. دایره‌ی محیطی مثلث C‏B‏A‏ را رسم می‌کنیم. نقطه‌ی M‏ روی این دایره قرار دارد.126

گزینه‌ی ۳‏ پاسخ صحیح است.127

، b‏ و c‏ است. بنابر قضیهٔ میانه‌ها می‌نویسیم:128 گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. اضلاع مثلث 

 

راه دوم: می‌دانیم همواره رابطهٔ  بین طول میانه‌ها و اضلاع مثلث C‏B‏A‏ برقرار است

پس:                        

= = ۳۵A١
١۸۰−(B+C)

۲

محاطی روبروی یک کمان = = ۳۵B̂١ Â ١
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a
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۴
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١
۴

a۲ b۲ c۲
۳
۴

BC۲ CA۲ AB۲

⇒ ( + + ) ÷ ( + + ) =AD۲ BE۲ CF۲ BC۲ CA۲ AB۲ ۳
۴
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۲
a

۲
b

۲
c
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۴

a۲ b۲ c۲
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۲
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۲
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گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیهٔ کسینوس‌ها و سینوس‌ها می‌نویسیم:129

 

 بنا به قضیهٔ نیمسازها

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیهٔ کسینوس‌ها داریم:130

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.                        131

بنا به قضیهٔ کسینوس‌ها:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. بنا به قضیهٔ سینوس‌ها:132

 

= ۲ ⇒ Sin = Sin ۲ ⇒ Sin = ۲Sin CosB̂ Ĉ B̂ Ĉ B̂ Ĉ Ĉ

⇒ = × Cos ⇒ b = ۲c×b
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۲c
۲R

Ĉ
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⇒ = = ۲ ⇒ + + = ١۸۰° ⇒ ۲ + ۲ + = ١۸۰° ⇒ = ۳۶° ⇒ = ۷۲°Â B̂ Ĉ Â B̂ Ĉ Ĉ Ĉ Ĉ Ĉ Â
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۶√

48



گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.                        133

طرفین را بر  تقسیم می‌کنیم:                        

بنابه قضیهٔ کسینوس‌ها:                        

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیهٔ کسینوس‌ها  و  داریم.134

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است.                        135
با استفاده از قضیهٔ سینوس‌ها داریم:

تذکر:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر قضیه کسینوس‌ها  پس  داریم:136

در این صورت مثلث قطعاً متساوی‌الساقین است و در حالتی که  باشد، متساوی‌الاضلاع خواهد بود.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است.137

نکته: از روابط مثلثاتی  و  و  استفاده کرده‌ایم.
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۲ ac
Cos =B̂

+ −a۲ c۲ b۲
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گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله هم‌پیرامونی میزان افزایش مساحت برابر  است.1

بنابراین میزان افزایش مساحت برابر  است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله کتاب درسی هندسه یازدهم فصل ۳‏ پاره‌خط Q‏P‏ موازی C‏B‏ است. پس:2

از طرف دیگر با استفاده از قضیهٔ نیمساز می‌نویسیم:

. در ضمن P‏M‏ و Q‏M‏ نیمساز زاویه‌های C‏M‏A‏ و B‏M‏A‏ هستند پس:  پس: 
در نتیجه مثلث Q‏P‏M‏ قائمالزاویه است. بنابراین:

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. مماس‌های رسم شده در نقطه تلاقی دو دایره به مراکز o‏ و 'o‏ یعنی A‏ بر هم عمودند. پس3
این مماس‌ها از مراکز دو دایره عبور می‌کنند. در نتیجه در مثلث 'o‏A‏o‏ که قائم‌الزاویه است. می‌نویسیم:

 

۲ + ۲SABC SDEC

۲ = ۲( AB × BC Sin ١۳۵°) = ۴×۶ × = ۲۴SABC
١
۲
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۲√
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۲
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١
۴
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)توجه کنید خط مماس بر دایره در نقطهٔ تماس بر شعاع دایره عمود است به همین علت هر کدام از این مماس‌ها از
مرکز دایرهٔ دیگر عبور می‌کند.(

گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. در صورتی که بازتاب A‏ نسبت به خط d‏ نقطهٔ 'A‏ باشد و از 'A‏ به B‏ وصل کنیم تا خط d‏ را در4
نقطهٔ C‏ قطع کند ‌آنگاه بنابر مسئله هرون محیط مثلث C‏B‏A‏ مینیمم است. پس  و  پس 

بنابراین دو مثلث قائم‌الزاویهٔ  و  متشابه می‌شوند.

از طرف دیگر:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از فرض  نتیجه می‌گیریم مثلث  متساوی‌الساقین است پس5
.

اکنون با استفاده از قضیه سینوس‌ها می‌نویسیم.

از طرف دیگر  پس  داریم:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیه نیمساز می‌نویسیم:6

                        

اکنون از قضیهٔ تالس استفاده می‌کنیم.
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بنابراین:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. محیط مثلث  یعنی  است. اگر r‏ شعاع دایره محاطی باشد7

داریم:                        
از طرف دیگر مساحت مثلث برابر ۳‏ به اضافه مساحت دایره است. بنابراین:

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. در نظر می‌گیریم  چون مثلث D‏F‏E‏ متساوی‌الاضلاع است پس:8

. در نتیجه هر دو مثلث  و  متساوی‌الساقین با زاویهٔ رأس  هستند پس 
. پس 

. اکنون با از طرف دیگر با استفاده از فرض  در نظر می‌گیریم  و  پس  پس 

) استفاده از قضیهٔ کسینوس‌ها می‌نویسیم: )با توجه به شکل مشخص است که: 

بنابراین:                        

. از طرف دیگر9 گزینه ۲‏ پاسخ صحیح است. از C‏ به D‏ وصل می‌کنیم. زاویهٔ D‏ محاطی روبه‌رو به قطر است پس 
از مرکز O‏ به نقطهٔ E‏ وسط کمان DC‏ وصل می‌کنیم در این صورت E‏O‏ بر وتر C‏D‏ عمود خواهد شد. بنابراین دو خط E‏O‏ و

. B‏A‏ هر دو بر C‏D‏ عمودند. بنابراین 
، E‏ و F‏ . در نتیجه نقاط  در ضمن نقاط O‏ و F‏ وسط دو ضلع مثلث C‏B‏A‏ هستند. پس بنابر عکس قضیهٔ تالس 

روی یک خط موازی با B‏A‏ قرار دارد، داریم. پس:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. بنابر مسئله هرون دو زاویهٔ  و  مساویند پس مثلث‌های قائم‌الزاویهٔ  و 10
م نوی م سؤال ض ف بناب اکنون متشابهند

A C : نیمساز DF ⇒ = AD ×DC − AF ×FC ⇒ = ۳×۷ − ( )( )D
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۵
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√
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متشابهند. اکنون بنابر فرض سؤال می‌نویسیم.

از طرف دیگر:

پس:                        

گزینه ۱‏ پاسخ صحیح است. در چهارضلعی D‏C‏B‏A‏ مجموع زوایای داخلی برابر  است پس:11

از طرف دیگر با استفاده از قضیهٔ سینوس‌ها می‌نویسیم:

اکنون از تقسیم روابط )۲‏( و )۳‏( نتیجه می‌گیریم:

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. با استفاده از قضیهٔ نیمساز می‌نویسیم.12

پس  در نتیجه در مثلث C‏D‏A‏ پاره‌خط F‏D‏ نیمساز زاویه  است.

گزینه ۴‏ پاسخ صحیح است. فرض کنیم r‏ شعاع دایره محاطی باشد.13

در ضمن مساحت قسمت سایه زده مساوی مساحت چهارضلعی منهای مساحت دایره است. پس:
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⇒ + α = ۹۰ ⇒ Sin = Cosα (١)Â Â

A D : = = (۲)B
△ AD

Sin ۳۰
BD

Sin Â
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بنابراین:                        

گزینه ۳‏ پاسخ صحیح است. از O‏ به F‏ وصل می‌کنیم چون F‏ وسط کمان  قرار دارد پس F‏O‏ بر وتر E‏C‏ عمود می‌شود.14
. بنابراین F‏O‏ و B‏A‏ هر دو بر E‏C‏ عمودند پس از طرف دیگر زاویهٔ  محاطی روبه‌رو به قطر C‏B‏ است پس 

.
. بنابراین نقاط در ضمن در مثلث BC‏A‏ نقاط O‏ و D‏ وسط اضلاع C‏B‏ و C‏A‏ هستند پس بنابر عکس قضیهٔ تالس 

O‏ و F‏ و D‏ روی یک خط موازی B‏A‏ هستند. داریم:
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